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Introduction 

Un groupe de Lie G a la propriété (T) de Kazhdan si la représentation 
triviale de G est isolée dans le dual unitaire G de G, muni de sa topologie de 
Fell. D'après Kazhdan et Kostant [201 j un groupe semi-simple réel G a la 
propriété (T) si et seulement s'il est sans facteur simple localement isomorphe 
à SO{n, 1) {n > 2) ou SU{n, 1) {n > 1). La représentation triviale du groupe 
G — 50(n, 1), n > 2 (resp. G = SU{n,l), n > 1) n'est en particulier pas 
isolée dans le dual unitaire de G. Selberg montre néanmoins dans [211 qu'il 
subsiste une propriété d'isolation, de nature arithmétique, dans le cas du groupe 
G = SL{2,M.) (localement isomorphe au groupe 5*0(2,1)) : la représentation 
triviale du groupe G est isolée dans le sous-ensemble de G constitué de toutes 
les représentations apparaissant faiblement dans l'une des représentations quasi- 
régulières L^{T{N)\G) avec N eNet T{N) = ker(S'L(2, Z) -> SL{2, Z/NZ)). 

Fixons plus généralement G une groupe semi-simple algébrique sur Q. Soit 
G(R)'' la composante neutre de G(R) : c'est un produit de groupes semi-simples 
réels. Nous notons 

G(M)° = U X G"^ 

oià U et compact et G'^'^ est un groupe semi-simple réel sans facteur compact. Un 
sous-groupe F C G((Q)) est dit de congruence s'il existe un sous-groupe compact- 
ouvert Kf de G{Af) {où Af désigne l'anneau des adèles finis sur Q) tel que 
F = G{Q) n Kf. Suivant Burger et Sarnak JI], on appelle spectre de F\G - 
011 F est un sous-groupe de congruence de G - l'ensemble des représentations 
irréductibles unitaires tt € G apparaissant (faiblement, si G est isotrope sur Q) 
dans la représentation régulière de G dans i^(F\G) : 

cr(F\G) = {7reG ; 7rcxi2(r\G)}. (0.1) 

Rappelons également la définition du dual automorphe GAut de G donnée dans 

m- 



GAut = Urconga(F\G). (0.2) 

Le Théorème de Selberg mentionné plus haut affirme alors que si G = 
SL(2)\q, la représentation trivial Iq de G est isolée dans le dual automor- 
phe GAut- Cette propriété, appelé propriété t est en fait vraie pour tout groupe 
G comme ci-dessus, cf. la démonstration de la Conjecture r par Clozel |15| . 
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Dans cet article nous étudions des généralisations de la propriété (T) et 
de la propriété t. La représentation triviale de G est l'exemple le plus sim- 
ple d'une représentation cohomologique, c'est-à-dire (essentiellement, cf. 
§1 pour une définition précise) d'une représentation pouvant intervenir dans 
la cohomologie d'une variété localement symétrique. La représentation triviale 
est cohomologique de degré 0, elle intervient dans les fonctions constantes. Les 
généralisations des propriétés (T) et r que nous avons en vus ont traits aux 
deux problèmes suivants : 

Problème 0.1 Décrire les représentations isolées dans G parmi les représenta- 
tions cohomologiques. 

Problème 0.2 Pour G/Q donné, soit tt G G une représentation cohomologique 
non triviale et non isolée. La représentation tt est-elle isolée dans GAut U {tt} ? 

Remarquons immédiatement qu'il existe une classe simple de représentations 
pour lesquelles les deux questions ont une solution négative : la classe des 
représentations cohomologiques tempérées, cf. 0. Le but de cet article est 
d'apporter des réponses tantôt conjecturale tantôt inconditionnelles à ces deux 
problèmes. Le Problème 10.11 a en fait déjà été complètement résolu par Vo- 
gan, dans un article longtemps clandestin (33) . Sa solution est difficile, nous en 
donnons, au §1 une démonstration "élémentaire" au sens où nous n'utilisons 
"que" la classification, par Vogan et Zuckerman [3^1, des représentations 
cohomologiques . 

Le Problème 10.21 est encore plus profond : l'un des buts de cet article (cf. 
§3) est d'expliquer comment sa solution est implicitement donnée par les Con- 
jectures d'Arthur. Nous montrons au §4 que ce Problème n'est en tout cas pas 
gratuit en obtenant un certain nombre de conséquences cohomologiques, pour 
certaines nouvelles, concernant les variétés arithmétiques. 

Illustrons immédiatement nos résultats par un exemple. Soit G un groupe 
semi-simple algébrique sur Q tel que G"'^ = 0{p,q)^. Supposons de plus que G 
ne provient pas d'un groupe de type "^'^134. Soit q une sous-algèbre parabolique 
de l'algèbre de Lie complexifiée de 0{p,q), stable par l'involution de Cartan. 
Soit L la composante connexe du normalisateur de q dans 0{p,qY'. Supposons 
qu'il existe un entier naturel r, 2r < g, tel que 

i = [/(!)'■ X 0(p,ç-2r)". (0.3) 

Dans |3fi| Vogan et Zuckerman associent à q une représentation cohomologique 
intervenant en degré R = pr. (Les rôles de p et ç pourraient naturellement 
être échangés.) 

Le théorème de Vogan (réponse au Problème 10. 1() dont nous donnons une 
démonstration "élémentaire" au §1 implique le théorème suivant. 

Théorème 0.3 La représentation cohomologique est isolée dans le dual 
unitaire du groupe 0{p,q)'^ si et seulement sip>2,q> 2r-f 2 etp-\-q > 2r-t-5. 

Concernant le Problème 10.21 la Conjecture 13.11 que nous motivons au §3 
implique la conjecture suivante. 

Conjecture 0.4 Pour tout entier naturel r < q/2, la représentation coho- 
mologique Aq est isolée dans Gaui U {^q}. 

Ces considérations nous permettent de montrer le théorème suivant au §4. 
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Théorème 0.5 Supposons la représentation isolée dans {AqjUGAut (c'est 
en particulier le cas si p > 2, g > 2r + 2 et p + q > 2r + 5, cf. Thm. \0.3\) . Il 
existe alors un sous-groupe de congruence T C G((Q)) tel que la représentation 
Aq intervienne discrètement dans L'^{T\G). 

Notons Xp^q l'espace symétrique associé au groupe 0{p, g)". Supposons p < 
q. A l'aide de la formule de Matsushima (cf. §1) le Théorème ci-dessus (et un 
peu plus lorsque p — 1) implique(nt) : 

Théorème 0.6 Pour tout sous-groupe de congruence T suffisamment profond, 
le p-ième nombre de Betti de l'espace localement symétrique T\Xp^q est non nul. 

Il y a une littérature abondante sur ce type de résultats le Théorème 10 . 51 est 
en particuher dû à Li [23 lorsque r < |(p + g — 2), il en déduit le Théorème lO.HI 
pour p + q>7. Les premiers résultats de ce type ont été obtenus par Millson 
dans le cas du groupe 0(1, n). 

Pour finir, nous montrons, au §5, un résultat, dont nous pensons qu'il est 
intéressant par lui-même, qui permet de ramener, dans un grand nombre de 
cas, le Problème 10 .21 au cas où le groupe G"" = 0(n, 1)° ou SU{n, 1), tous deux 
explorés en détails dans [Jj. 

1 Un théorème de Vogan 

Dans cette section G = G'^'^. Le groupe G est donc semi-simple réel et con- 
nexe. Fixons K un sous-groupe compact maximal de G. Notons go l'algèbre de 
Lie de G et go = ïo © Po la décomposition associée au choix de K. Si lo est une 
algèbre de Lie, nous noterons l = (o (S" C sa complexification. 

Rappelons qu'un (g, K)-module est un espace vectoriel complexe V muni de 
représentations de g et K, soumises aux trois conditions suivantes. 

1. L'action de K sur V est localement finie, i.e. tout vecteur v d V ap- 
partient à un sous-espace iiT-invariant V^i C 1^ de dimension finie, et la 
représentation de K dans Vi est lisse. 

2. La différentielle de l'action de K (qui est bien définie d'après 1.) est égale 
à la restriction à Ç de l'action de g. 

3. Si X € Q, k € K et V €V, alors k ■ {X ■ v) ^ (Ad(fc)X) • (fc • v). 

Si (tTjTCt^) est un représentation continue de G dans un espace de Hilbert, l'es- 
pace des vecteurs lisses et isT-finis de tt est un (g, K)-modu\e appelé module de 
Harish-Chandra de tt. 

Soit maintenant (tt, Vt^) un (g, ii')-module irréductible. A tout réseau F C G, 
on peut naturellement associer une application linéaire 



à valeurs dans l'espace £*{S(r)) des formes différentielles sur 5(F) = r\G/K. 
L'application T7r(F) associe donc à certains (g, Ar)-modules C G°°(F\G) des 
formes différentielles sur S'(F), l'action du laplacien de lîodge-de Rham sur les 
formes différentielles est induit par l'action de V opérateur de Casimir 




HomK(A* P, ^) ^ Homg,K(7r, G°°(F\G)) 




(1.1) 



l<s<n 
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où {y s) est une base de g et {y'^) la base duale de g par rapport à sa forme de 
Killing, sur n. Un (g, K)-uiodvL\e ne peut donc éventuellement intervenir dans 
la cohomologie d'une variété localement symétrique S{T) que s'il est unitaire et 
vérifie 

1. TT{n) = 0, et 

2. HomK(A*P,7r)^{0}. 

Un (g, ii')-module vérifiant les points 1. et 2. ci-dessus est dit cohomologique, il 
est équivalent de dire que sa (g, _ftr)-cohomologie est non triviale. Rappelons que 
la (q, K)- cohomologie de n : iJ*(g, _ÎC; tt), est la cohomologie du complexe 

C*{Q,K;n) ■.= RomK{f\*P,7r), 

muni de la différentielle définie pour eu e CP{g, K; n) par la formule : 

p 

i=0 

D'après Parthasarathy Kumaresan [2] et Vogan-Zuckerman les 
représentations cohomologiques sont associées aux sous-algèbres paraboliques 
é'-stable de g. Rappelons en la définition. Notons to =Lie(T) une sous-algèbre 
de Cartan de Éq- Une sous-algèbre parabolique 9 -stable q = C{{X) C g est associée 
à un élément X G Hq. Elle est égale à la somme 

q = [©u, 

du centralisateur [ de X et du sous-espace u engendré par les racines positives 
de X dans g. Alors q est stable sous ; on en déduit une décomposition u = 
(u n É) © (u n p). Soit R = dim(u n p) {degré fortement primitif). 

Associé à q, se trouve un (g, iir)-module irréductible bien défini Aq que 
nous caractérisons maintenant. Supposons effectué un choix de racines posi- 
tives pour (Ê, t) de façon compatible avec u. Soit e(q) un générateur de la droite 
/\^(u n p). Alors e(q) est le vecteur de plus haut poids d'une représentation 
irréductible V{q) de K contenue dans /\^ p ; et dont le plus haut poids est donc 
nécessairement 2p(unp). La classe d'équivalence du (g, iir)-module est alors 
uniquement caractérisée par les deux propriétés suivantes. 

Aq est unitarisahle avec le même caractère infinitésimal que la 
représentation triviale 

RomK{V{q),Aq)^0. (1.3) 

Remarquons que la classe du module Aq ne dépend que de l'intersection u n p, 
autrement dit deux sous-algèbres paraboliques q = [ u et q' = l' ® u' vérifiant 
u n p = u' n p donnent lieu à une même classe de module cohomologique. 
De plus, V^(q) intervient avec multiplicié 1 dans Aq et /\^(p), et 

K,Aq)- HominK(A '"""(^ ^ p), C). (1.4) 

Ici L est un sous-groupe de K d'algèbre de Lie l. 

Le théorème fondamental suivant, dû à Vogan et Zuckerman découle alors 
de ISni- 
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Théorème 1.1 Soit vr un {q, K)-module unitaire cohomologique. Il existe une 
sous-algèbre parabolique 6-stable q = l + u de q tel que tt = Aq. On peut de plus 
choisir q de manière à ce que le groupe L n'ait pas de facteurs simples compacts 
(non abélien) ; dans ce cas q est uniquement déterminé à conjugaison par K 
près. 

Nous supposerons dorénavant que l'algèbre q associée à une représentation 
TT comme dans le Théorème 11 . 1 1 est choisie de manière à ce que le groupe L n'ait 
pas de facteurs simples compacts (non abélien). 

Nous allons maintenant déduire du Théorème 11. Il le théorème suivant qui 
est un cas particulier d'un théorème (33i Theorem A. 10] de Vogan. Notons G 
le dual unitaire de G, d'après un théorème classique d'Harish-Chandra, celui-ci 
s'identifie à l'ensemble des classes d'équivalences de (g, iîr)-modules unitaires 
irréductibles, nous le munissons de sa topologie de Fell. Notons enfin II (resp. 
n([)) l'ensemble des racines simples de t dans g (resp. l). 

Théorème 1.2 Soit tt comme dans le Théorème La représentation tt est 
isolée dans le dual unitaire de G si et seulement si le couple (G, q) a les pro- 
priétés suivantes. 

1. Le groupe L n'a aucun facteur simple localement isomorphe à SO{n, 1) ou 
SU{n,l) (n>l). 

2. Il n'y a pas de racine imaginaire non compacte dans H orthogonale à 11(1). 

Démonstration. Nous commençons par démontrer que les conditions 1. et 2. 
sont suffisantes. Nous montrons en fait la contraposée. Supposons donc que la 
représentation tt n'est pas isolée dans le dual unitaire de G : soit {tt^} une suite 
de représentations irréductibles unitaires différentes de tt qui converge vers tt. 

Le plus bas J^-type de tt est un i^-type des représentations ttj (sauf peut-être 
un nombre fini d'entre elles). Notons alors /x = /x(q) le plus bas _fir-type de tt, 
R = -R(q) = dim(unp) et supposons dorénavant que fi intervient comme K-type 
dans chaque nj. Le if -type ^ intervient avec multiplicité 1 dans tt et /\^p, et 

H*{q, K, n) = HomK(A *P, ^) = HominK(A ^ p), C). 

Fixons un entier j et considérons le complexe 

. . . ^ C*{7r,) := Hom;^(/\*p,^,) 4 C*+\tt,) ^ . . . 

Rappelons que si / G C"'(7rj), la différentielle df de / est l'élément de G'^^^{nj) — 
Homi<-(/\''^ p , TTj ) donné par 

df{xo, ...,Xq)= ^{-Ifxi ■ f{xo, . . . ,fi, . . .,Xg). 
i 

Puisque /i C /\^p, le produit scalaire sur /\* p induit par la forme de 
Killing de G permet d'identifier canoniquement Hom^^ (/i, tt^) à un sous-espace 
de C^{Trj) — Homif (/\ ^p, ttj). De la même manière l'inclusion p A /i C A^^^ P 
induit une inclusion HomA'(p A /i,7rj) C G^^^{TTj). Et, si / est un élément non 
nul de Homx(/i, nj), par définition de la différentielle d, l'élément df € C^+^(7rj) 
appartient en fait au sous-espace Homx(p A /i, tt^). 

Nous distingons alors deux cas suivant que l'image d(Homx(/i, nj)) soit triv- 
iale ou non à partir d'un certain rang j > jq. 
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Commençons par supposer que l'image (i(Hom/f (/i, tt^)) est non triviale pour 
une infinité de j. Quitte à extraire on peut alors supposer (i(Homi<-(/i, tt^)) ^ 
pour tout j. Comme représentation de le module p A /i se décompose en un 
nombre fini de sous-espaces irréductibles. Quitte à extraire une sous-suite de 
[TTj ) , on peut donc supposer qu'il existe un i^-type v C pA^i qui intervient dans 
chaque ttj . Pour conclure dans ce cas rappelons la célèbre inégalité de Dirac de 
Parthasarathy (cf. ^ (2.26)], P II.6.11], ^ Lemma 4.2]). 

Lemme 1.3 Soit (tt, VÇr) une représentation unitaire irréductible de G et 
son {q, K) -module associé. Fixons une représentation de î de plus haut poids 
X € t* et apparaissant dans ; et un sous-système positif de racines A+(g) 
de t dans g. Notons p (resp. pc, Pn) dans i* la demi-somme des racines dans 
A+(0) (resp. A+(É), A+(p)J, de sorte que p = pc + Pn- Soit w un élément du 
groupe de Weyl Wk — W{t, t) de t dans t, tel que w{x — Pn) soit dominant pour 
A+(ê). Alors, 

-7rin)>\\p\\^-\\w{x-Pn)+Pc\\', 

où f2 désigne le casimir de g et la norme \ \.\\ est déduite de la forme de Killing 
sur Q. 

Puisque tt{Q) — {tt est cohomologique et donc de caractère infinitésimal 
égal à celui de la représentation triviale), la suite TTj{fl) tend vers lorsque j 
tend vers -l-oo. Le Lemme 11. 31 appliqué à chacune des représentations ttj et au 
K-type V implique que le plus haut poids x de vérifie l'inégalité 

l|p|P-|Kx-Pn)+Pc||'<0. (1.5) 

Par ailleurs Kumaresan montre dans |U qu'un iiT-type de /\* p vérifiant l'inégalité 
(jl.6(l est nécessairement de la forme /x(q') pour un certaine sous-algèbre parabolique 
é'-stable q' C g. Le i^-type v C p A^(c A^^^ P) sst donc égal à un certain ju(q'), 
où q' est une sous-algèbre parabolique 0-stable de g. 

Lemme 1.4 Soient q = u -I- [ et q' = u' -I- I' deux sous-algèbres paraboliques 9- 
stable de g telles que L et L' n'aient pas de facteurs simples compacts. Supposons 
que le K-type /x(q') intervienne dans p A /i(q). On est alors dans l'une des trois 
situations suivantes. 

1. Le groupe L a un centre non compact et L' = L. 

2. Le groupe L a un facteur simple localement isomorphe à SO{n,l) (n > 
2) ou à SU{n,l) (n > 1) et le groupe L' est obtenu à partir de L en 
remplaçant ce facteur par SO{n — 2, 1) x 50(2) ou S{U (n — 1, 1) x U{1)) 
respectivement. 

3. Le groupe L' a un facteur simple localement isomorphe à SO{n, 1) (n >2) 
ou à SU{n,l) (n > 1) et L est obtenu à partir de L' en remplaçant ce 
facteur par SO{n — 2, 1) x 5*0(2) ou S{U{n —1,1) x U{1)) respectivement. 

Démonstration du Lemme \l.4\ Le K-type p{c\') C p A /i(q) intervient dans le 
produit tensoriel p(g)^(q) son plus haut poids est donc de la forme 2p(unp) -1-5, 
011 S est (un poids de la représentation de K dans p, c'est-à-dire) ou bien nulle 
ou bien une racine de t dans p. On a en fait seulement trois possibilités : 

1 . ou bien S est nulle ; 

2. ou bien ô est une racine de t dans [ fl p ; 
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3. ou bien —5 est une racine de t dans u n p. 

Nous allons montrer que ces trois cas correspondent aux différentes situations 
prédites par le Lemme n~H 

Commençons par supposer que (5 = 0. Alors (cf. [321 Corollary 3.7]), 

B.+ 1 

HominK([ n p, C) ^ HomK( f\ p, Ai(q)) ^ 0, 

et le groupe L a un centre non compact. Remarquons finalement que dans ce 
cas /i(q') — /i(q) et donc que L — L' . Nous sommes donc dans le premier cas 
prédit par le Lemme 11. 41 

Supposons maintenant que 5 est une racine de t dans [n p. Soit V l'espace 
de dimension 1 : /\^(u n p). D'après [HSl Lemme 3.4], un vecteur de poids 
2p(u n p) + a dans A^^^ Pi *vec a un poids de f\* p intervient nécessairement 
dans V ® (lOip). Le vecteur de plus haut poids f\^^^ {u' f\p) de ^(q') est donc 
nécessairement de la forme 

on V est un vecteur de poids 6 dans [n p. L'algèbre u est donc contenue dans 
u' et l'intersection q" = q' n [ définit une sous-algèbre parabolique 0-stable de I 
telle que 

1. l'algèbre u" n ([fl p) soit de dimension un, et 

2. le groupe L' ~ L". 

La première condition est très restrictive, elle implique que le groupe L a un 
facteur simple localement isomorphe à SO{n, 1) (n > 2) ou à SU{n, 1) {n > 1). 
La seconde condition implique quant à elle que le groupe L' est obtenu à partir 
de L en remplaçant ce facteur par SO{n — 2, 1) x 50(2) ou S{U{n~l, 1) x U{1)) 
respectivement. Nous sommes donc dans le deuxième cas prédit par le Lemme 

Supposons finalement que —6 est une racine de t dans uH p. Alors ^(q) — 
2p{u' n p) + a où a est une racine de t dans l' n p. Nous sommes donc ramené au 
cas précédent d'où l'on déduit que le groupe L' a un facteur simple localement 
isomorphe à à SO{n, 1) {n > 2) ou à SU{n, 1) {n > 1) et que le groupe L est 
obtenu à partir de L' en remplaçant ce facteur par SO{n — 2, 1) x 5*0(2) ou 
S{U{n — 1, 1) X U{1)) respectivement. Nous sommes donc dans le troisième cas 
prédit par le Lemme 11. 41 

Concluons maintenant la démonstration de l'implication inverse dans le 
Théorème 11.21 toujours sous l'hypothèse que les images (i(Homx(/i, TTj)) sont 
non triviales. 

On sait alors qu'il existe un i^-type z/ C p A /i(c A^^^ P) égal à un certain 
^(q'), où q' est une sous-algèbre parabohque é'-stable de g. Le Lemme lTT^ s'ap- 
plique donc et on a trois possibilités. Si i a un centre non compact, L admet 
un facteur simple localement isomorphe au groupe 50(1, 1) ce qui contredit le 
premier point du Théorème ll.2l Si L a un facteur simple localement isomorphe 
à 50(n, 1) [n > 2) ou à SU{n, 1) (n > 1), c'est évidemment encore en contra- 
diction avec le premier point du Théorème 11.21 Si enfin il existe un groupe L' 
ayant un facteur simple localement isomorphe à SO{n, 1) (n > 2) ou à SU{n, 1) 
{n > 1) et tel que le groupe L soit obtenu à partir de L' en remplaçant ce 
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facteur par SO{n~2, 1) x 5*0(2) ou S{U{n — 1, 1) x U{1)) respectivement, c'est 
évidemment en contradiction avec le premier point du Théorème 11.21 si n > 3 
dans le cas SO et n > 2 dans le cas SU. Puisque 5'0(2, 1) et SU{1,\) sont 
tous les deux localement isomorphes au groupe S'L(2,R), il nous reste la pos- 
sibilité que L' admette un facteur simple localement isomorphe à SL{2,^) et 
que le groupe L soit obtenu à partir de L' en remplaçant ce facteur par son 
tore compact. Mais ce facteur de L' correspond à une racine imaginaire /3 G II 
orthogonale aux racines dans 11(1) et le Théorème 1 1 . 21 est démontré. 

Supposons maintenant que l'image (i(Homi<-(/i, tt^)) soit triviale à partir d'un 
certain rang j > jo- Supposons pour simplifier jo = 0- 

On munit chaque chaîne C*(7rj) C /\* P* '8' tTj du produit scalaire obtenu en 
tensorisant le produit scalaire sur tt^ avec le produit scalaire sur /\* p* défini 
par la forme de Killing de g. Notons alors d l'adjoint de l'opérateur d pour 
ce produit scalaire. Rappelons qu'il découle du Lemme de Kuga, cf. [0], que si 
9(Homif (^, TTj)) = alors (puisque cZ(Homif (^, tt^)) = 0) le Casimir 7rj(ri) = 0. 
Mais dans ce cas et puisque = /x(q) intervient dans tTj, il découle de \6<6\ 
Theorem 1.4] que la représentation ■Kj est nécessairement égale à tt contrairement 
à notre choix de TTj. Les images 9(Hom;<-(/i, TTj)) sont donc toutes non triviales. 

De manière duale à notre premier cas et toujours quitte à extraire une sous- 
suite de (tTj), on peut alors supposer qu'il existe un i^T-type v C /\^ qui 
intervient dans chaque tt^ et tel que /i C pAi^. Le Lemme ^3] appliqué à chacune 
des représentations -Kj et au if -type v implique que le plus haut poids x de 
vérifie l'égalité 

IHP-IKx-Pn) + Pc|p = o. (1.6) 

Ce qui, en utilisant là encore [21], montre que le iiT-type v C A^~^ P ^st égal à 
un certain ^(q'), où q' est une sous-algèbre parabohque ^-stable de q. 

Le Lemme 11.41 s'applique donc à nouveau (en échangeant les rôles de q et 
q') et on a trois possibilités. Soit L = L' a un centre compact, soit L' a un 
facteur simple localement isomorphe à SO{n, 1) {n > 2) ou à SU{n, 1) (n > 1) 
et le groupe L est obtenu à partir de L' en remplaçant ce facteur par SO{n — 
2, 1) X 5*0(2) ou S{U{n — 1, 1) x U{1)) respectivement, soit le groupe L a un 
facteur simple localement isomorphe à SO{n, 1) (n > 2) ou à SU{n, 1) (n > 1). 
On retrouve donc les trois cas traités ci-dessus qui mènent aux trois même 
contradictions des hypothèses du Théorème ll.2l L'implication inverse est donc 
complètement démontrée. 

Montrons maintenant l'implication directe. Remarquons d'abord que la dém- 
onstration de celle-ci par Vogan est très courte et immédiate une fois admises 
les propriétés de l'induction cohomologiques. Pour clarifier la suite du texte 
nous reprenons la démonstration de Vogan en termes d'induction parabolique. 
Commençons donc par quelques rappels sur l'induction parabolique. Soit H un 
sous-groupe de Cartan 6'-invariant dans G. Alors H = T^A (produit direct) 
avec T+ = 7î n if compact et A = exp(f)o H po)- Nous notons A(0, f)) l'ensemble 
des racines de \) dans g. 

Soit M — MA la décomposition de Langlands du centralisateur de A dans 
G. Le groupe M est un groupe linéaire réductif et T+ est un sous-groupe 
de Cartan compact de M . Rappelons qu'alors M possède une série discrète. 
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Plus précisemment (cf. ^\), les représentations de la série discrète de M sont 
paramétrées par leur paramètre d'Harish-Chandra A € (t^)* associé à un (pseudo- 
)caractère régulier de T+ et regardé modulo l'action du groupe de Weyl W{G/T~^) 
Nous notons cr(A) la représentation correspondante. 

Fixons 7 — (A, v) G t)* avec A comme au-dessus et v £ A (nous notons 
également i/ l'élément de a* correspondant). On vérifie que M est le sous-groupe 
de Levi d'un sous-groupe parabolique P = M AN tel que 

Re(a, i^) < 0, pour toute racine a E A(n, o). 

La représentation standard de paramètre 7 est le (g, _R')-module 

X{j) = X^{-f) = ind^(a(A) (g>iy(g>l). 

(Ici nous utilisons l'induction normalisée et ne considérons que l'espace des 
vecteurs if -finis de la représentation induite.) Les différents constituants (sous- 
quotients) irréductibles de ^(7) ne dépendent pas de P mais seulement de 7. 
Speh et Vogan associent dans une famille canonique {^^(7), . . . , (j)} de 
sous-quotients irréductibles de ^(7), les sous- quotients de Langlands. Ce sont 
exactement les sous-quotients qui contiennent un if- type minimal de ^^(7), il 
sera ainsi plus commode de les paramétrer X(7,/i) par les différents iiT-types 
minimaux fi de ^(7). 

Cette construction est reliée aux représentations cohomologiques A^ de la 
manière suivante. Soit q = l -f u une sous-algèbre parabolique 0-stable de q. 
Fixons H = T+A un sous-groupe de Cartan ^-stable et maximalement déployé 
dans L et L — (L n K)AN^ une décomposition d'Iwasawa. Nous voulons lui 
associer une représentation standard et donc un paramètre 7 = (A, v). On prend 
V E a* égal à la demi-somme des racines de a dans et 

A = p+ + p(u)e(t+)*, 

011 un système positif de racines de dans m H [ étant fixé, nous notons la 
demi-somme des racines positives de t+ dans m n [ et p{u) la demi-somme des 
racines de t+ dans u. Alors, cf. la représentation Aq s'identifie à l'unique 
"quotient de Langlands" ^(7) de la représentation induite ^(7). 

Le lien avec le sous-groupe L est le suivant. Supposons que la sous- algèbre 
de Cartan f) soit contenue dans la sous-algèbre de Levi [ d'une sous-algèbre 
parabolique é'-stable q = l -|- u. Alors, l'ensemble des constituants de ^(7) est 
en bijection avec l'ensemble des constituants de ^^(7^), où 7l ~ (Al, i') avec 
\l — \ — p{u). Si, plus précisemment, /x^ — 2p(unp) est un (iirni)-type minimal 
de ^^(7^), il existe un unique if-type p tel que pL soit la représentation de 
L n K engendrée par un espace de poids extrême dans p. La bijection associe 

alors à X {"Yl^Pl — 2/9 (u n p)) le module X (7,/i). Remarquons que ce lien 
s'applique en particulier au cas des représentations cohomologiques. Dans ce 

cas X^{-f]^) a encore un unique "quotient de Langlands" X (7^) qui est la 
représentation triviale de L. 

Revenons maintenant à la démonstration de l'implication directe dans le 
Théorème ll.2l et supposons d'abord que le groupe L possède un facteur simple lo- 
calement isomorphe à SO{n, 1) ou SU {n, 1) (n > 1). Alors la représentation triv- 
iale de L n'est pas isolée dans le dual unitaire L de L {L n'a pas la propriété (T) 
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de Kazhdan) : si L possède un facteur simple localement isomorphe à 50(1, 1) il 
suffit de considérer une suite de caractères unitaires convergeant vers le caractère 
trivial, sinon 1^ est limite de représentations de la série complémentaire unitaire 
de SO{n, 1) {n > 2) ou SU{n, 1) {n > 1). Dans tous les cas la représentation 

triviale de L est approchée par des modules X (7}^, auxquels sont naturelle- 
ment associés les modules X{'^^, /i') qui sont unitaires d'après [SJ et convergent 
vers la représentation cohomologique . 

Supposons enfin qu'il y ait une racine imaginaire non compacte (3 dans 
n orthogonale à n([). Considérons alors la sous-algèbre parabolique él-stable 
q' = [' + u' correspondant à n([) U {/?}. Le sous-groupe de Levi L' est locale- 
ment isomorphe au produit L x SL(2,R) au centre près. La correspondance 
ci-dessus associe à la représentation triviale X (7^) de L une représentation 

ilL') de L', dont on peut facilement vérifier que c'est la première série 
discrète de SL{2,M.) (tensorisée avec la représentation triviale de L), à laquelle 
correspond, via la correspondance de L' à G et par fonctorialité de l'induction, la 
représentation cohomologique Aq . Mais la première série discrète de SL{2, R) est 
dans l'adhérence de la série complémentaire et comme au paragraphe précédent 
la correspondance de L' à G permet de construire une suite de modules unitaires 
qui convergent vers A^. Ceci conclut la démonstration du Théorème ll.2l 

Remarques. 1. Dans [23 Theorem A. 10], Vogan énonce en fait quatre condi- 
tions nécessaires et suffisantes pour que la représentation tt du Théorème 11.21 
soit isolée. La condition 0) de Vogan est que le groupe L n'ait pas de facteurs 
simples compacts (non abélien), dans le cas des représentations cohomologiques 
auxquelles nous nous sommes restreint ici, nous avons rappelé (Théorème 11. 1|) 
que l'on pouvait toujours supposer cette condition vérifiée. La condition 1) de 
Vogan est que le centre de L ne soit pas compact, comme le remarque Vogan 
cette condition équivaut à ce que le groupe L n'ait pas de facteur localement 
isomorphe au groupe 5*0(1, 1), elle est donc contenue dans notre condition 1. 
La condition 2) de Vogan correspond à notre condition 1. (avec n > 2 dans le 
cas SO). Enfin la condition 3) de Vogan peut paraître plus faible puisque dans 
notre cas celle-ci s'écrit : 



pour toute racine (imaginaire) non compacte /3 € H orthogonale à 

Cette condition est en fait équivalente à notre condition 2. En effet, si f3 est une 
racine simple la transformation s/3 permute les racines positives ^ et envoie 
(3 sur —p. Elle envoie donc la demi-somme pg de toutes les racines positives sur 
Pg — (3. Puisque par ailleurs S/s^a) = a — 2(/3^, a)(3, on obtient que pour toute 
racine /? G H, {13'^ , Pg) = 1. 

2. Si dans le Théorème 11. 21 la représentation tt appartient à la série discrète 
de G, elle n'est pas isolée. En effet, l'algèbre [ est alors compacte et donc 
abélienne et toute racine /3 G H est orthogonale à n([). 

3. Dans la démonstration qu'il donne du Théorème ll.2l Vogan distingue deux 
cas suivant que le if-type p soit ou non un if-type minimal de toutes (sauf peut- 
être un nombre fini d'entre elles) les représentations tTj. La démonstration est 
plus simple lorsque p est effectivement un if-type minimal des représentations 
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TTj. Et SOUS cette hypothèse la représentation tt est isolée si et seulement si la 
condition 1. du Thcorème l 1 . 21 est vérifiée. Ceci correspond au fait que dans notre 
Lemme ll.4l pour que /i(q') ne soit pas un plus bas K-type que /^(q), l'on doive 
exclure le troisième cas. 

4. Précisons la correspondance entre certains ([, L n ii')-modules et {g,K)- 
modules utilisée dans la démonstration de l'application directe du Théorème ll.2l 
Soit q = [+u une sous-algèbre parabolique 0-stable de g. Fixons une sous-algèbre 
de Cartan f) C [, et un poids 7^ € f)*. Remarquons que 

aeA(B,lj) 

Soit Y un (l, Lniir)-module irréductible de caractère infinitésimal 7; = 7 — p(u). 
D'après Langlands j^l et Knapp-Zuckerman il existe A € (t"^)* associé à 
un (pseudo-)caractère réguher de r+ et & A tels que 7 = (A, i') S f)* et F soit 
l'unique quotient de Langlands X {'^l) de X^(7i). Supposons de plus 

Re(a, 7) > 0, pour tout a G A(u, ()), (1.7) 

et 

(a, 7) ^ 0, pour tout a £ A(u, [)). (1.8) 

Alors le module ^(7) est bien définit, on le note TZY. C'est un (g, iir)-module 
irréductible de caractère infinitésimal 7 naturellement attaché à Y. Le fonc- 
teur TZ est appelé fondeur d'induction cohomologique, il réalise une équiva- 
lence de catégorie exacte sur son image. Il envoie représentations unitaires sur 
représentations unitaires et représentations non-unitaires sur représentations 
non- unitaires, cf. |H4j . 

5. La difficulté de la démonstration originale de Vogan tient à ce qu'une 
suite (TTj) C G adhérente à TZIl n'appartient pas nécessairement à l'image de 
TZ. La démonstration de Vogan implique néanmoins qu'il existe alors L' lié à 
L comme dans le point 3. du Lemme 11 .41 avec (en particulier L' possédant un 
facteur de rang 1 et donc) 1^' non-isolée : pi ^ 1l' telle que la suite [TV pi)i 
adhère à TZIl- Oii nous avons noté TZ' le foncteur d'induction cohomologique de 
L' à G. 

Dans 13 et [H] une propriété d'isolation faible joue un rôle important : l'iso- 
lation sous la condition d — Q. Nous dirons d'une représentation cohomologique 
TT comme dans le Théorème 11.21 qu'elle est isolée sous la condition d = si 
elle est isolée de l'ensemble des représentations irréductibles unitaires telles que 
lm{dii) — 0, où dji désigne la différentielle sur les cochaînes de degré R = R{q) 
du complexe calculant la (g, iir)-cohomologie. 

Notre démonstration du Théorème 11.21 est bien adaptée pour caractériser les 
représentations cohomologiques isolées sous la condition d = 0. On obtient plus 
précisemment. 

Proposition 1.5 Soit tt comme dans le Théorème La représentation tt 
est isolée sous la condition d = si et seulement s'il n'existe aucune sous- 
algèbre parabolique 6-stable q' = u' + C telle que le groupe L' ait un facteur simple 
localement isomorphe à SO{n, 1) (n > 2) ou à SU {n,l) (n > l) et que le groupe 
L s'obtienne à partir de L' en remplaçant ce facteur par SO(n — 2, 1) x 5*0(2) 
ou S{U{n — 1, 1) X U{1)) respectivement. 
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Démonstration. Montrons que c'est une condition suffisante par contraposée. 
Supposons donc qu'il existe une suite (tTj) comme dans la démonstration du 
Théorème 11.21 et vérifiant d{C^{TTj)) — 0. Alors (i(Hom;f (/i, tt^)) = et la 
démonstration du Théorème 11.21 implique qu'il existe un K-type fi' = /i(c|') 
associé à une certaine sous-algèbre parabolique 0-stable de g tel que fi' c A^^^ P 
intervienne dans chaque Wj et tel que fi C p A Le Lemme lOl s'applique en 
échangeant les rôles de q et q'. En outre, puisque fi' C /\ ~^p, le plus haut 
poids 2p(un p) de fi est nécessairement de la forme 2p(u' n p) + (5 avec 6 racine 
positive. On est donc dans le deuxième cas du Lemme ^31 (en échangeant les 
rôles de L et L'). Ce qui implique la Proposition 



2 Illustration dans le cas des groupes classiques 

Dans cette section, nous appliquons le Théorème 11.21 et la Proposition 11.51 
aux différents groupes classiques. 

Groupes unitaires. Soient p et q des entiers strictement positifs avec p < q 
et 

A B \ Ip \ _ f Ip 





r A 




{.H 


V 





G-Uip,q):=^,^^ - Sj^Ho ~lJ'-[0 -lj|'(2-l) 

où A G Mpxp(C), B e Mpxq(C), C £ Afqxp(C) et D e Mçxç(C). Le rang réel 
de G est alors p et le sous-groupe 

eG : Ae U{p), D e U[q) 

est un sous-groupe compact maximal dans G. 

Rappelons que la multiplication par i = \f~-\- induit une décomposition 



L'algèbre de Lie g est bien évidemment M(p_|.q) x (p+q) (C) , et l'on voit ses éléments 
sous forme de blocs comme dans H2.1|l . On a alors. 



B 




avec B G Mpxg(C) 



et 

P" = I ^ Q j avec C e Afgxp(C 

Soit E — €P (resp. F — C) la représentation standard de U{p) (resp. U{q)). 
Alors, comme représentation de Kc p'^ — E ^ F*. 

Dans |2| nous avons paramétré les représentations cohomologiques de G 
par certains couple de partitions. Rappelons qu'une partition est une suite 
décroissante A d'entiers naturels Ai > . . . > A/ > 0. Les entiers Ai,..., A; 
sont des parts. La longueur 1{X) désigne le nombre de parts non nulles, et le 
poids |A|, la somme des parts. On se soucie peu, d'ordinaire, des parts nulles : 
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on se permet en particulier, le cas échéant, d'en rajouter ou d'en ôter. Le dia- 
gramme de Young de A, que l'on notera également A, s'obtient en superposant, 
de haut en bas, des lignes dont l'extrémité gauche est sur une même colonne, et 
de longueurs données par les parts de A. Par symétrie diagonale, on obtient le 
diagramme de Young de la partition conjuguée, que l'on notera A*. 

Soient A et /i deux partitions telles que le diagramme de p contienne A, ce 
que nous noterons A C /i. Notons /i/A le complémentaire du diagramme de A 
dans celui de fi : c'est une partition gauche son diagramme est un diagramme 
gauche. Dans la pratique les partitions A que nous rencontrerons seront incluses 
dans la partition rectangulaire p x q — (q, . . . ,q) — (q^), le diagramme gauche 

p fois 

pxq/ X est alors le diagramme de Young d'une partition auquel on a appliqué une 
rotation d'angle tt ; nous noterons A cette partition, la partition complémentaire 
de A dans pxq. 

Nous dirons d'un couple de partitions (A, fi) qu'il est compatible (compatible 
dans p X q en cas d'ambiguité) si 

1. on a la suite d'inclusion X C fi d p x q, et 

2. le diagramme gauche /x/A est une réunion de diagrammes rectangulaires 
Pi X qi, i = 1, . . . ,m ne s'intersectant qu'en des sommets. 

Les résultats de Parthasarathy, Kumaresan et Vogan-Zuckerman mentionnés 
plus haut affirment alors que l'ensemble des classes d'équivalences de représenta- 
tions cohomologiques de G est 

{A{X,fj.) : [X, fi) est un couple compatible de partitions}, 



ou 



C si fc = iî := |A| + = - X^iliPïfti 
si k < R, 



H^i0,K,AiX,ti))z 
et plus généralement 

H\q, K, A(A, /i)) - i/'^-^ (j[ U{p, + q^)l{U{p{) X [/(ç,)), . 

Ici U{pi + qi)/{U{pi) X U{qi)) est la grassmannienne des p^-plans dans C^*+'î'. 

La représentation triviale correspond au couple (0,p x q) et le degré R cor- 
respondant est évidemment égal à 0. On retrouve que la cohomologie qui lui 
correspond est la cohomologie du dual compact Xq — U{p + q)/{U[p) x U{q)) 
de Xq . Les représentations cohomologiques appartenant à la série discrète sont 
celles qui vérifient fi = X. Enfin, remarquons que le "type de Hodge" de la classe 
de cohomologie fortement primitive de A{X, est {R~^,R~) = (|A|, \fi\). Nous 
noterons H'^'^ la A{X, /i)-composante de la cohomologie de degré R (composante 
fortement primitive). 

Le Théorème 11 .21 implique qu'un certain nombre de ces représentations sont 
isolées dans le dual unitaire de G. Il implique plus précisemment le corollaire 
suivant. 

Corollaire 2.1 Soit {X, fi) un couple compatible de partitions dans pxq avec 
fi/X = {pi X qi) * ... * X qm). Alors la représentation A(X, fi) est isolée dans 



13 



le dual unitaire de G si et seulement s'il n'existe aucun couple compatible de 
partitions {X',n') dans p x q tel que les diagrammes gauches iJ-'/X' et 11/ X ne 
diffèrent que d'une case. Elle est isolée sous la condition d — si et seulement 
s'il n'existe aucun couple compatible de partitions (A',/i') dans p x q tel que le 
diagramme gauche fi/X s'obtienne à partir de fJ.'/X' en lui enlevant une case. 

On peut expliciter ces conditions : la représentation A{X, fj.) est isolée dans 
le dual unitaire de G si et seulement si 

1. mini(pi, qi) > 2, et 

2. si Xi = fii > Ai+i (i = alors /ii+i = fii (011 nous adoptons 
exceptionnellement la convention que Ap+i = fJ-p+i = ^1)- 

Le dernier point signifie que X et fj, n'ont aucun angle | ou | en commun. En 

particulier, les représentations ^(A, fi) telles que A = /i (qui sont exactement les 
représentations cohomologique de la série discrète) ne sont jamais isolées. 

Groupes orthogonaux. Dans ce paragraphe G = 0{p,q)'^, où p et q sont 
des entiers strictement positifs. Le rang réel de G est donc min(p, q). On a 

^)-<'o <-) 

où ^ e Mpxp(K), B e Afpxq(IR), G e Mçxp(M) et De Afqxg(M). Et, 
^=|.9=('n n) : AeSO{p),DeSOiq) 



L'involution de Cartan est donnée par x t—^ —*x. On a alors, 

p={(4 0)^^^ A/px,(c) 

Soit E ^ (resp. F — C) la représentation standard de SO{p, C) (resp. 
SO{q, C)). Alors, comme représentation de Kc, p — E ® F* . 

Dans 5 , et toujours à partir des résultats de Parthasarathy, Kumaresan et 
Vogan-Zuckerman, nous montrons que l'ensemble des classes d'équivalences de 
représentations cohomologiques de G est alors 

{^(A)^^ : (A, Â) est un couple compatible de partitions^}, 

où les signes ±1 et ±2 correspondent au fait que pour nous une classe d'équivalen- 
ce de représentations cohomologiques correspond à une représentation du groupe 
connexe G et que certaines représentations ^(A) du groupe 0(p, q) se restreignent 
au groupe G en une somme de 2 ou 4 représentations (cohomologiques) irréductibles. 
On peut oublier tout ceci dans le reste du texte. 

Remarquons qu'une partition orthogonale A vérifie que son diagramme gauche 
associé A/A s'écrit comme une réunion de diagrammes rectangulaires : (ai x hi) * 
• ■ • * («m X bm) * (po X go) * («m X 5™) * ... * («i X 61). Lcs groupes de (g, K)- 
cohomologie de ^(A)^^ se calculent alors de la manière suivante : 



H\Q,K,A{X)t\)^ 



C si fc = |A|, 
si fc < iî. 



'^Nous dirons dorénavant d'une partition A telle que le couple (A, Â) soit compatible, qu'elle 
est orthogonale. 
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et plus généralement 
H'^(2,K,A{X)tl) 

= H^-" iO{po + go)/(0(po) X Oiqo)) Ut, U{a, + h)/{U{a,) x [/(&,)), C) . 

Nous noterons la A(A)-coniposante de la cohomologie de degré R. 
Dans ce cas le Théorème 11 .21 implique le corollaire suivant. 

Corollaire 2.2 Soit X d p x q une partition orthogonale avec A/A — (ai x bi) * 
. . . * (om X bm) * ipo X çq) * (om X bm) * ... * (fli X 61). ^/ors les différentes 
représentations A{Xy^ associées à A sont soit toutes isolées dans le dual uni- 
taire de 0{p,q)^ soit toutes non isolées. Elles sont isolées si et seulement s'il 
n'existe aucune partition orthogonale A' G pxq telle que les diagrammes gauches 
A/A et X'/X' ne diffèrent que de deux cases. Elle est isolée sous la condition 
d = si et seulement s'il existe une partition orthogonale X' d p x q telle que le 
diagramme gauche A/ A s'obtienne à partir de X'/X' en lui enlevant deux cases. 



Groupes G = Sp(p, q). Ce cas est similaire à celui des groupes unitaires. 
Rappelons juste qu'en utilisant l'identification classique entre l'algèbre des quater- 



nions M et C , on a 



«0 






S 




B 





T 





A 





-T 





B J 



Aeu{p), Seu(g), 

5eSym(p,C), TeSym(g,C) 



Po 



/ M X 
*M *X 
0X0 -M 



: M,XeMp^giC) 



\ *X -*M / 

Comme dans le cas unitaire |B] il n'est alors pas difficile de montrer que l'ensem- 
ble des représentations cohomologiques de G est 

(A, fi) est un couple compatible de partitions et 



AiX,fi), : 



i = 0, 1 (toujours = 1 si Ap > ou = 0) 



H\2,K,A{X,^l),) 



C sik^ R:^pq+\X\ + \fi\^2pq-Yl"LiPi1i 
si k < R, 



et 



sik = R 



pq-piqi + \X\ + Ifi] 



si k < R, 
et plus généralement 

Jî'=(g,i^,A(A,M)i) = H'=-^ (j[Uip, + q,)/{U{p^) X U{q,)),Cj , 
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et 

- H^'^' {Sp{pi + qi)/{Sp{p,) X Spiqi)) X n" 2 Uip^ + qi)l{U{p^) X C) . 

Dans ce cas le Théorème 11.21 implia ue le corollaire suivant. 

Corollaire 2.3 Soit {X, fJ-) un couple compatible de partitions dans p x q avec 
fi/X = {pi X qi) * ... * [pjn X Çm). Alors la représentation A{X, fj,)i (i — 0,1) est 
isolée dans le dual unitaire de G si et seulement si 

1. lorsque i = \ : il n'existe aucun couple compatible de partitions (A',/i') 
dans p y, q tel que les diagrammes gauches /i'/-^' l^/X ne diffèrent que 
d'une case, et 

2. lorsque i — : pi,qi > l, pi+qi > 3 et il n'existe aucun couple compatible 
de partitions (A',/i') dans p x q tel que les diagrammes gauches fi'/X' — 
ip'i x q'i) * . . .* [p'^ X q^J et /i/A ne diffèrent que d'une case et {p'i, q'i) — 
{Pi,qi)- 

Elle est isolée sous la condition d — si et seulement s'il n'existe aucun couple 
compatible de partitions (A',/i') dans p x q tel que le diagramme gauche ii/X 
s'obtienne à partir de fJ-'/X' en lui enlevant une case et {pi,qi) — {pi,q'i) si 
i = 0. 

3 Isolation automorphe 

Considérons à nouveau un groupe G semi-simple algébrique sur Q. Si l'on se 
restreint au dual automorphe il est naturel d'espérer des propriétés d'isolation 
plus fortes. Nous conjecturons le résultat suivant. 

Conjecture 3.1 Soit vr comme dans le Théorème M . 1\ La représentation tt est 
isolée dans 

{tt} U GAut 

dès que le sous-groupe de Levi L d G, associé à la sous-algèbre parabolique q, 
a un centre compact. C'est en particulier toujours le cas lorsque rang{-(G') — 
range (if), autrement dit lorsque G possède une série discrète. 

Nous conjecturons de plus que la Conjecture 13. ll est optimale au sens faible 
suivant : le type réel de G étant fixé, il devrait exister une Q-forme de G telle 
que la représentation cohomologique tt soit contenue et non-isolée dans Gaui • 

Enfin nous conjecturons qu'une représentation cohomologique tt de G est 
toujours isolée sous la condition d = dans 

{tt} U GAut. 

Dans la suite de cette section nous cherchons à motiver la Conjecture 13.11 
à l'aide des Conjectures d'Arthur. Dans deux articles fondamentaux, Arthur 
a en effet donné une description conjecturale des représentations des groupes 
réductifs qui peuvent apparaître dans L'^{T\G) pour un sous-groupe de congru- 
ence. Avec Clozel dans nous avons déduit de la théorie d'Arthur a min- 
ima des limitations sévères sur les caractères infinitésimaux des représentations 
pouvant apparaître dans L^(r\G) lorsque G"'^ — SU{n,l) ou 0{n,l)'~'. Com- 
mençons par rappeler cette théorie d'Arthur a minima et ce que celle-ci im- 
plique dans le cas des groupes de rang réel 1. 
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Paramètres d'Arthur. Dans ce paragraphe G est un groupe réductif réel et 
le groupe dual de Langlands [22 E]- Le groupe de Weil de M, noté Wr, est 
l'extension de C* par Z/2Z (le groupe de Galois de C sur R) : 

Wm = C*U jC\ 

où = — 1 et jcj~^ = c. Un paramètre d'Arthur pour G est un homomorphisme 
^ -.Wrx SL{2,C) -^^G (3.1) 



tel que 

1. Le diagramme 



Gal(C/M) 



est commutatif. 

2. Le morphisme V'|5L(2,c) ^st holomorphe (= algébrique). 

3. L'image de ip\Wm 6st d'adhérence compacte. 

On déduit de un "paramètre de Langlands" (cf. |22ll5)) 

fi, ■■ Wr ^G 

\\ (3.2) 



w 1-^ ip [ w 







OÙ, pour w G Wr, \w\ est la valeur absolue de l'image de w dans M* via la suite 
exacte naturelle 

l^U ^{zeC* : |z| = 1} A M* ^ 1 

donnée par u : z '—^ \z\c = zz si z € C* et u{j) = —1. 

Il correspond aux paramètres d'Arthur des paquets d'Arthur, ensembles finis 
de représentations conjecturalement relié à la décomposition du spectre auto- 
morphe. Nous avons écrit "paramètre de Langlands" entre guillemets car le 
paramètre ip^ ne définit en général qu'une représentation de la forme intérieure 
quasi-déployée du groupe G (et non pas une représentation du groupe G lui 
même) . La définition des paquets d'Arthur est donc un peu plus délicates lorsque 
G n'est pas quasi-déployé. Nous ne détaillons pas cet aspect des choses, préférant 
d'abord remarquer que puisque sur C les algèbres de Lie de G et de n'importe 
laquelle de ses formes intérieures sont isomorphes, on peut en tout cas parler du 
caractère infinitésimal définit par ip^ . Enonçons alors la formulation très faible 
suivante des conjectures d'Arthur. 

Conjecture 3.2 Si une représentation irréductible n de G apparaît (faible- 
ment) dans L^(r\G) pour un sous-groupe de congruence, son caractère in- 
finitésimal est associé à un paramètre d'Arthur ip^. 

Dans |7j nous déduisons de la Coniecture l3.2l aue lorsque G'^'^ — SU{n, 1) ou 
0{n, 1)°, le groupe G doit vérifier l'hypothèse : 



(Hyp) 



Si TT = A (A, s) e Gaui est non tempérée, alors 



s e iZ (0 < s < p). 
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Ici, et comme au §1, X(X,s) désigne l'unique quotient de Langlands de la 
représentation induite X(A, s) avec A (pseudo-)caractère régulier associé à une 
représentation du sous-groupe de Levi d'un parabolique minimal P — M AN 
de G et s G C correspondant à un élément de A via l'identification de 1 e C 
avec l'unique racine simple de A dans G. Enfin et de manière usuelle, p — n si 
G'^<= = SU{n, 1) et p = (n - l)/2 si G'^" = 0{n, 1)". 

Revenons maintenant sur la théorie d'Arthur dans le cas des représentations 
cohomologiques telle que décrite dans |3- Commençons par décrire le foncteur 
d'induction cohomologique en termes de paramètres de Langlands. Considérons 
donc G un groupe semi-simple réel et L le sous-groupe de Levi associé à une 
sous- algèbre parabolique ^-stable q. Nous lui associons un plongement 

La restriction de au groupe dual de L est l'inclusion naturelle de celui-ci dans 
le groupe dual de G, alors que 

^.(.)^(|)""', 

et 

où ne (resp. n^) est un élément fixé du groupe dérivée du groupe dual de G 
(reps. L) qui envoie les racines positives sur les racines négatives. Il découle 
alors de (22„ Proposition 1.3.5] que est un L-plongement. Il n'est de plus pas 
difficile de vérifier que si (p : Wr est le paramètre de Langlands de la 

représentation Y — X (7^,) du point 4. de la remarque suivant le Théorème 
11.21 et vérifiant H1.7|l et (|1.8|l . alors £,l ° f est le paramètre de Langlands de la 
représentation TZY. 

Le lien avec les paramètres d'Arthur est le suivant. Considérons le morphisme 

ip:WmX SL(2,C) ^ 
dont la restriction à Wjr est triviale et qui envoie l'élément 




sur l'élément unipotent principal dans le groupe dual de G. C'est un paramètre 
d'Arthur dont le paramètre de Langlands induit ip^ correspond à la représentation 
triviale de L. En composant le paramètre par Ç^, on obtient un paramètre 
d'Arthur du groupe G, il lui correspond un paquet d'Arthur contenant la représentation 
cohomologique correspondant à la sous-algèbre parabolique q. 

Les conjectures d'Arthur reposent sur la construction de tels paquets, familles 
finies de représentations de G associées aux paramètres d'Arthur, qui devraient 
partitionner le dual automorphe de G. Arthur lui-même ne dit rien de la con- 
struction de ces paquets, sauf dans le cas des représentations cohomologiques, 
via la L-application construite ci-dessus. En particulier, sa formulation ne 
précise pas quels paramètres de Langlands devraient apparaître dans la paquet 
associé à un paramètre d'Arthur donné, quand G n'est pas quasi-déployé sur R. 
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Ces paramètres sont a priori construits par Adams, Barbasch et Vogan PP. Mais 
la construction qui repose sur la géométrie algébrique, les singularités d'orbites 
et les faisceaux pervers est très difficile. Notre interprétation, plus modeste, des 
conjectures d'Arthur dans ce contexte implique la conjecture suivante. Toute 
erreur est évidemment notre. 

Conjecture 3.3 Soit G un groupe semi-simple algébrique sur Q et L le sous- 
groupe de Levi associé à une sous-algèbre parabolique 6 -stable q. Fixons t une 
représentation unitaire de L et n la représentation de G déduite de t par la 
fonctorialité induite par la L-application ^l. La représentation tt appartient au 
dual automorphe Gaui de G si et seulement si (quitte à conjuguer L dans G) 
l'inclusion L <Z G est définie sur Q et la représentation r G ^Aut- 

L'induction cohomologique devrait donc être fonctorielle entre les duaux 
automorphes. Le lien avec la Coniecture l3.1l est le suivant. D'après la Remarque 
5 du §1, il découle de la démonstration originale par Vogan PSI du Théorème 
ll.2l aue pour démontrer la Coniecture KllI il suffit de vérifier que si tt est comme 
dans le Théorème 11.21 que L a un centre compact et que est une suite de 
représentations unitaires de L qui converge vers 11, alors pour i suffisamment 
grand Ti,Ti n'appartient pas au dual automorphe de G. Puisque L a la propriété 
T, cf. Clozel Pni, la Conjecture implique finalement la Conjecture 13. Il 

Plus modestement nous montrerons au §5 comment, dans de nombreux cas, 
la Conjecture 13 . Il se ramène à vérifier l'hypothèse (Hyp), ou une approximation 
de celle-ci, pour chacun des groupes 0(n, 1)° {n > 2) ou SU{n, 1) (n > 1). Nous 
en déduirons de nouveaux cas de la Conjecture 13. Il 

Avant cela et dans la section suivante, nous donnons d'autres raisons de 
croire à la Conjecture l3.3l 

4 Applications cohomologiques 

Considérons toujours G un groupe semi-simple algébrique sur Q. Les appli- 
cations cohomologiques que nous avons en vus sont des réponses partielles à la 
question classique suivante : 

Question 4.1 Soit tt G G une représentation cohomologique. Existe-t-il un 
sous-groupe de congruence F C G(Q) tel que la représentation tt intervienne 
discrètement dans L^{V\G) ? 

ou à la question plus faible : 

Question 4.2 Soit vr G G une représentation cohomologique. Existe-t-il un 
réseau F dans G tel que la représentation tt intervienne discrètement dans 

L2(r\G) ? 

Supposons G définit sur Q. Notre stratégie, qui est déjà celle de Burger 
et Sarnak 11 , pour montrer qu'une représentation cohomologique tt inter- 
vient discrètement dans i^(r\G) pour un certain sous-groupe de congruence 
de F C G(Q) consiste 1) à démontrer que la représentation tt appartient au dual 
automorphe Gaui, et 2) à vérifier qu'elle y est isolée. 

Commençons par remarquer que la Conjecture 13.31 implique que pour tout 
sous-groupe de Levi L G G défini sur Q et associé à une sous-algèbre parabolique 
0-stable q C g, la représentation cohomologique TZIl G Gaui- En particulier et 
en utilisant la Conjecture l3.1l la Conjecture 13.31 implioue : 
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Conjecture 4.3 Soit G un groupe semi-simple qui admet une série discrète. 
Alors la réponse à la Question \4.S\ est toujours positive. 

La Question l4.1l est plus délicate. Un bon exemple est celui des groupes unitaires 
tordus étudiés par Clozel jj^. Afin de motiver la Conjecture 13.31 montrons 
comment déduire de celle-ci les principaux résultats de |T5 . 

Fixons trois entiers n, p et q tels que n^p + q, l<p< q. Si b est un 
diviseur de n, rappelons que Clozel pose 




où [t] est la partie entière de t > ; 

n = ab; (4.2) 



N ^ N{b) = bx^ + (6 - 2p)x + (a - l)p. (4.3) 

Enfin, si = Af(6) est un tel entier, on note \pq — N,pq + A^]2 l'ensemble des 
entiers {pq ~ N,pq ^ N + 2, . . . ,pq + N} de même parité. 

Proposition 4.4 Soient F un corps de nombres totalement réel, une ex- 
tension de F quadratique et totalement imaginaire (corps CM). Soit (-D, *) une 
algèbre à division de degré sur F^, munie d'une involution de seconde espèce 
*. Soient U le groupe unitaire sur F associée à {D,*) et G — Kesp/q{U/ F) 
- groupe Q-algébrique. Supposons le groupe unitaire U compact en toutes les 
places infinies de F sauf une. On a alors G"'^ = SU{p,q), pour certains entiers 
p, q tels que p + q — n, et la Conjecture I 'A implique : 

1. Une représentation non triviale tt G GAut ne peut intervenir dans la co- 
homologie qu'en les degrés appartenant à la réunion, sur l'ensemble des 
diviseurs b ^ 1 de n, des intervalles 

[pq~N{b),pq + N{b)]2. 

2. Pour chaque degré du point 1. il existe un sous- groupe de congruence T C 
G{Q) et une représentation tt C L'^(T\G) cohomologique en ce degré. 

Démonstration. Nous adoptons ici un style volontairement léger, notre but est 
en effet de motiver la Conjecture 13.31 Qu'il nous suffise donc de remarquer que 
les arguments de cohomologie galoisienne développés dans JS] montrent que 
la seule manière de plonger un groupe unitaire H comme Levi dans G est de 
considérer un diviseur b de n, une extension Lq de F, totalement réelle, de degré 
b et une algèbre à division A sur L = Lq ® Fc de degré a = n/b et incluse dans 
D®Lçj telle que, munie de l'involution de seconde espèce (relativement à L/Lq) 
induite par *, le groupe U{A, *) - un groupe sur Lq - se plonge dans U{D, *). Le 
groupe H s'obtient alors par restriction des scalaires à partir du groupe U{A, *). 
On vérifie aisément que iï"'^ est isomorphe à un groupe du type 

SU{xi,yi)x...xSUixb,yb), (4.4) 
avec Xi -\- Ui = a {i = 1, . . . ,b), xi + . . . + Xb — p et yi + . . . yb = q. 



20 



La Coni ecture l3 . ^l implig ue que les seules représentations coliomologiques qui 
apparaissent dans le dual automorphe Gaui sont obtenues par induction coho- 
mologique de la représentation triviale d'un Q-sous-groupe L C G. Un tel sous- 
groupe est nécessairement de la forme H4.4|l et la représentation cohomologique 
correspondante n'intervient que dans les degrés appartenant à l'intervalle 

b b 

[pq - X! M + X! ^^yi\^- 

i=l i=l 

Le premier point de la Proposition découle donc du petit lemme combinatoire 
suivant. 

Lemme 4.5 Supposons que p + q = ab et fixons b entiers Xi, . . . ,Xb (resp. 
yi,...,yb) tels que 

- xi + . . . + Xb = p, yi + ■ ■ ■ + Hb = q, et 

- pour tout i = l, . . . ,b. Xi + yi — a. 
Alors, 

b 

^Xiyi < (6 - y)x{a - x) + y{x + l)(a - a; - 1), 

i=l 

où p = bx + y avec < y < b et ces deux nombres ont la même parité. Autrement 
dit 

b 

Y.x,y,<N{b), 

i=l 

et ces deux nombres ont la même parité. 
Démonstration. Il s'agit en fait d'évaluer la somme 

b 

^^x^{a-Xi) (4.5) 

lorsque les Xi sont des entiers astreints à appartenir à l'intervalle [0, a] et à 
vérifier l'identité xi + . . .+Xb = p. Puisque (x— l)(a—a;+l) = x{a—x) — a—l — 2x, 
il est immédiat, que sous ces conditions changer les Xi ne change pas la parité 
de l'expression (|4.5|l . Il nous reste à majorer H4.5|l : on montre par récurrence 
que l'expression l|4.5|l est maximale lorsque xi = . . . = x^-y = x ei Xb-y+i = 
. . . = .Tf, = a; + 1. Il suffit de traiter le cas 6 = 2 qui est bien siir immédiat. Enfin 
il n'est pas difficile de vérifer que N{b) — {b — y)x{a — x) + y{x + l)(a — x — 1). 
Le Lemme 1^751 est démontré. 

Il nous reste à expliquer pourquoi en admettant la Coniecture l3.3l les degrés 
du point 1. interviennent effectivement dans la cohomologie. Cela découle de ce 
que l'on peut effectivement construire comme indiqué ci-dessus (cf. là encore, 
les techniques de ^Hl) un Q-sous-groupe L C G tel que 

L"'^ = SU{x, a - x)''^y X SU{x + l,a~x~ 1)^ 

(Notations du Lemme lTIÏÏl ) La Coni ecture lH . 3l implia ue alors que la représentation 
TT obtenue par induction cohomologique de L à G de la représentation triviale 
appartient au dual automorphe de G (L est bien le sous-groupe de Levi d'une 
sous-algèbre parabolique ^-stable de g). Mais d'après la Conjecture 13.11 (qui 
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découle elle-même, rappelons- le, de la Coniectm'e VS.'S^ . les représentations co- 
homologiques sont isolées dans GAut- La représentation tt doit donc intervenir 
discrètement dans Gaui et donc dans L^(r\G) pour un certain sous-groupe de 
congruence F C G(Q). Un petit calcul montre enfin que la représentation tt 
intervient dans la cohomologie pour tous les degrés G [pq — N{b),pq + N{b)]2- 
La Proposition 14. 41 est démontrée. 

Remarques. 1. Sous l'hypothèse technique supplémentaire (notée (R) dans 

en chaque place v de i^c, l'algèbre Dy — D Fc.v est soit isomorphe à 
Mn{Fc.v) soit une algèbre à division, 
la conclusion de la Proposition 14 . 41 est un théorème de Clozel [TH Theorem 3.3]. 

2. Nous pourrions traiter de manière analogue tous les groupes unitaires, 
ceux-ci sont plus généralement obtenus à partir d'une algèbre centrale simple 
B = Mr{D), avec D comme dans l'énoncé de la Proposition 14.41 

Dans un même registre, remarquons qu'il n'est pas difScile de vérifier, cf. 
|26|. que si G est un groupe semi-simple algébrique sur Q provenant (par re- 
striction des scalaires) d'un groupe de type •^£'4 ou ^1)4 sur un corps de nombre 
totalement réel et tel que G"'^ = 0{7, 1)°, alors G ne contient aucun Q-sous- 
groupe L tel que L^'^ = 0(5, 1)°. Et la Conjecture 13.31 implique la conjecture 
suivante. 

Conjecture 4.6 Soit G un groupe semi-simple algébrique surQ provenant (par 
restriction des scalaires) d'un groupe de type ''D4 ou ^Dj^ sur un corps de nom- 
bre totalement réel et tel que G"'^ — 0(7,1)*^, alors pour tout sous-groupe de 
congruence T C G(Q), on a : 

6i(r) = o. 

Rappelons qu'une célèbre conjecture de Thurston affirme que toute variété 
hyperbolique compacte admet un revêtement fini avec un premier nombre de 
Betti non nul. Cette conjecture est vérifiée pour toute variété hyperbolique 
arithmétique de dimension > 4 associée à un groupe G, ^ ^'^-04, en restant 
dans le monde des sous-groupes de congruence. Il est surprenant de noter que 
selon la Conjecture 14. fil ce ne devrait plus être le cas pour les groupes de type 
3.6D4. 

A défaut de savoir démontrer la Conjecture 13.31 on peut utiliser les foncto- 
rialités remarquables découvertes par Burger, Li et Sarnak dans ^01 et : 

1. Si H C G sont deux Q- groupes semi-simples et si p ë iÏAut alors toute 
représentation dans le support de l'induite ind^p appartient au dual au- 
tomorphe Gaui- 

2. Si H C G sont deux Q-groupes semi-simples et si tt G GAut alors toute 
représentation dans le support de la restriction tt^h appartient au dual 
automorphe iÎAut- 

Commençons par exploiter la première fonctorialité en prenant pour p la 
représentation triviale 1h de H. Alors ind^p — ind^l/f = L'^{H\G). Toute 
représentation de la série discrète de H\G (i.e. toute représentation intervenant 
discrètement dans la représentation L^{H\G)) appartient au dual automorphe 
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GAut- Comme le remarquent Burger, Li et Sarnak, une représentation coho- 
mologique tt isolée de G intervenant dans la série discrète de H\G pour un 
certain sous-groupe H comme ci-dessus intervient alors dans la cohomologie 
(i^) de S'(r) pour un certain sous-groupe de congruence F C G(Q). Nous mon- 
trons en fait la proposition suivante. 

Proposition 4.7 Soit tt une représentation cohomologique de G appartenant à 
la série discrète de H\G. Supposons de plus tt isolée sous la condition d — 
dans GAut- H existe alors un sous-groupe de congruence T C G(Q) tel que la 
représentation tt intervienne discrètement dans L^(r\G). 

Démonstration. Notons R le degré fortement primitif de la représentation coho- 
mologique TT. L'espace îlomK{/\^ p, tt) est de dimension 1, notons oj un générateur 
L'élément uj € Hom/i-(/\ p,C°°{H\G)) et définit donc une forme différentielle 
lisse sur Xq, iï-invariante à gauche. La représentation tt étant cohomologique, 
cette forme différentielle est de plus harmonique. Elle s'identifie naturellement 
à une composante isotypique de la forme de Thom O (à une forme exacte lisse 
près) du fibré normal de Xh dans Xq, cf. Or il existe (cela découle de la 
construction de la forme de Thom) une forme différentielle a sur Xq lisse sauf 
peut-être le long de Xh et telle que fi = d{a). Puisque le fibré normal comme 
la forme sont _ff-invariants à gauche, on peut de plus supposer que la forme 
a est iî-invariante à gauche et la représenter par un élément 

aeRomK{/\''-^p,C^{H\G)). 

Fixons maintenant d une distance G-invariante à gauche sur G. Notons 




si |a;| < 1 
si > 1 



(ce € R) et G = (/ (f) . Considérons alors pour s > 0, la forme différentielle 
lisse à support compact : 

ns = Csd [{^{sx) * l[o,s]){d{-,H)) ■ a] e ïlomK{/\''p,C^{H\G)). 

Les formes fis convergent uniformément sur les compacts vers la forme Î7 lorsque 
s tend vers -l-oo. 

Etant donné un sous-groupe de congruence F C G(Q), on peut toujours 
former la série 

= Y. 

76(rnH)\r 

qui définit une forme différentielle sur S{T). Fixons F et notons A := F n iî. Il 
est bien connu, cf. [7], qu'il existe une suite F^ de sous-groupes de congruence 
C F telle que 

Les formes ri^™ convergent donc sur tout compact de Xq vers la forme ils- 
La suite de formes différentielles fermées converge donc vers fi. Mais la 
représentation tt (qui intervient dans O) est isolée sous la condition d = dans 
le dual automorphe de G, elle doit donc nécessairement intervenir dans 
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pour m suffisamment grand et donc dans le spectre discret de r,„\G pour m 
suffisamment grand. Ce qui conclut la démonstration de la Proposition 

De manière analogue on montre la proposition suivante dans 0]. 

Proposition 4.8 Soitn (resp. a) une représentation cohomologique de G (resp. 
H) de degré fortement primitif R. Notons fi et S leurs plus bas K -types respectifs. 
Supposons que 

1. a (resp. S) intervienne discrètement dans la restriction de n (resp. n) à 
H (resp. KnHJ, 

2. tt€ GAut, et 

3. a soit isolée sous la condition d dans iîAut- 

Alors il existe un sous-groupe de congruence A C -ff(Q) tel que la représentation 
a intervienne discrètement dans L^(A\iî). 

Nous déduisons maintenant de ces Propositions et de la Proposition 11 . 51 des 
réponses partielles aux Questions l4.1l et H^ De la Proposition l4.7l nous déduisons 
d'abord le théorème général suivant. 

Théorème 4.9 Soient G et H deux groupes semi-simples tels que H coïncide 
avec l'ensemble des points fixes d'une involution de G qui commute à l'involution 
de Cartan. Supposons : 

1. qu'il existe une sous-algèbre de Cartan compacte t du supplémentaire de 
() dans g^, et 

2. qu'il n'existe aucune sous-algèbre parabolique 9-stable q' = u' + [' telle que 
le groupe L' ait un facteur simple localement isomorphe à SO{n, 1) (n >2) 
ou à SU {n, 1) (n > 1) et que le centralisateur L de t dans G s 'obtienne en 
remplaçant ce facteur par SO{n — 2, 1) x S0{2) ou S(U (n — 1, 1) x U{1)) 
respectivement. 

Il existe alors un réseau cocompact T d G tel que 

H'^G-dH^^SiV)) ^ 0, 

où de (resp. du) désigne la dimension de l'espace symétrique associé à G (resp. 
H). Il existe plus précisément un réseau cocompact T G G tel que la partie 
H'^'-'^'^" {S{Ty)2[p-p^), de la cohomologie, qui correspond au K-type 2{p — pc), 
soit non nulle. 

Démonstration. Quitte à ajouter des facteurs compacts k G et H, nous pouvons 
les supposer algébriques sur Q, avec G(Q) cocompact dans G(A), et supposer 
le plongement H <Z G rationnel. Nous pouvons enfin supposer le groupe G"'^ 
simple. 

Notons TT la représentation cohomologique de G de plus bas K-type 2{p—pc), 
remarquons que son degré fortement primitif est égal à de— du. La représentation 
TT intervient dans la série discrète de II\G (cf. par exemple 0) : elle est associée 
à une sous-algèbre parabolique 6'-stable q C g dont la sous-algèbre de Levi l est 
égale au centralisateur de t dans q. 

^Ce qui est équivalent au fait que H\G possède une série discrète. 



24 



D'après la Proposition l'hypothèse 2. du Théorème 14. 91 implique que la 
représentation tt est isolée sous la condition d = dans G. Le Théorème l4.9l 

découle donc de la Proposition 

Le Théorème 14.91 s'applique notamment aux couples de groupes suivants : 
(H, G) = iS{U{p, q-r)x U{r)), SU{p, q)), (5(0(p, q - r) x 0{r)f ,0{p, qf) ou 
{Sp{p, q — r) X Sp{r), Sp{p, q)). Les hypothèses du Théorème 14.91 sont vérifiées 
dans les deux premiers cas dans [5], le dernier cas est similaire. Nous obtenons 
le corollaire suivant. 

Corollaire 4.10 1. Soit G = SU{p,q) avec p > 2. Alors la réponse à la 
Question \4-2\ est positive pour chacune des représentations A{{rP), {{q — 
rY)), < r < q/2. 

2. Soit G — 0(j),q)^ avec p > 2. Alors la réponse à la Question \4-2\ est 
positive pour chacune des représentations A{(rP)), < r < q/2. 

3. Soit G = Sp(j),q) avec p > 2. Alors la réponse à la Question \4-2\ est 
positive pour chacune des représentations ^((0), ((g— 2r)^))o, < r < q/2. 



Relèvement thêta. La méthode la plus puissante pour s'attaquer aux Ques- 
tions 14.11 et 14.21 semble être la théorie du relevé thêta. Rappelons brièvement 
comment celle-ci fonctionne. Soit k un corps de nombre totalement réel et soit 
{D,i) une fc-algèbre à involution de l'un des trois types suivants : 

{k, cas 1, 

une extension quadratique i^/A;, cas 2, (4-6) 

une algèbre de quaternion de centre k, cas 3, 

et 

{id, cas 1, 

l'involution de Galois de F/k, cas 2, (4.7) 

l'involution standard, cas 3. 

Soient V et V' deux espaces vectoriels de dimension finie sur D équipés de deux 
formes sesquilinéaires non-dégénérées (., .) et (., .)', l'une i-hermitienne, l'autre 
i-anti-hermitienne. Le /c-espace vectoriel W = V V est alors naturellement 
muni d'une forme symplectique 

(.,.)=tr,,/,((.,.)® (.,.)") 

011 tru/k désigne la trace usuelle de D sur k. Notons Sp{W), G et G' les groupes 
d'isométries respectifs de (., .), (., .) et (., .)'. Alors (G, G") es une paire réductive 
duale irréductible de type I dans Sp{W). Supposons le groupe Sp{W) compact à 
toutes les places à l'infini de k sauf une et notons Sp le groupe réel (non compact) 
en cette place. Nous noterons également G et G' les sous-groupes réels de Sp 
correspondants. Notons enfin S'p^le jevêtement métaplectique à deux feuillets 
du groupe^ symplectique Sp et G, G' les images inverses respectives de G et 
G' dans Sp. Comme dans l'introduction, et après restriction des scalaires de k 
à Q, nous pouvons parler du dual automorphe de Sp. Traduits en ces termes, 
Howe montre, entre autres choses, dans que la représentation de Weil (ou 
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représentation de l'oscillateur harmonique) lo du groupe Sp appartient au dual 
automorphe de S-p. Considérons maintenant deux représentations respectives tt 
et tt' de G et G' . Les deux représentations tt et tt' sont dites duales^pqur la 
correspondance Q locale, noté tt' = é'(7r), si la représentation tt (g) tt' de G • G" est 
équivalente à une sous- représentation irréductible de la restriction de w à G • G'. 
Dans [23|, Li montre que si tt est une représentation de la série discrète de G 
"suffisamment régulière" (cf. si dim^iT^ > dim^y, alors tt' admet un 

relevé thêta non nul à G. La représentation correspondante tt = 0(7r') est une 
représentation cohomologique explicitement décrite dans . 

Dans |24 Li vérifie que dans un grand nombre de cas la correspondance est 
globale. Ce qui lui permet de démontrer le théorème suivant (le groupe G est 
toujours comme ci-dessus). 

Théorème 4.11 1. Soit G = SU{p,q). Alors la réponse à la Question \4.êi\ 
est positive pour chacune des représentations A{X,^), avec /x/A rectangle 
de périmètre > p + q. 

2. Soit G — 0{p,q)^ avec p + q pair. Alors la réponse à la Question \4-l\ 
est positive pour chacune des représentations ^(A), avec A/ A rectangle de 
périmètre > p + q + 2. 

3. Soit G = 0{p,qY' avecp + q impair. Alors la réponse à la Question \4.1\ est 
positive pour chacune des représentations A{{rP)), avec r < j{p + q — 2). 

4. Soit G — Sp{p,q). Alors la réponse à la Question \41\ est positive pour 
chacune des représentations A{X,n)o, avec /u/A rectangle de périmètre > 
p + q. 

Dans le cas des espaces hermitiens et concernant la cohomologie holomor- 
phe Anderson (2| répond positivement à la Question 14.21 en utilisant là encore 
la technique du relèvement thêta. Remarquons que dans le Théorème 14.111 le 
cas du groupe unitaire est spécial puisque seule la Question l4.2l est résolue pour 
les représentations cohomologiques considérées. Ceci ne doit pas nous étonner, 
la réponse à la Question 14. Il est en effet négative, cf. Proposition 14.41 ou mieux 

m 

Lorsque la représentation cohomologique est isolée dans le dual automor- 
phe, on peut directement déduire de la correspondance locale la correspondance 
globale. 11 découle en effet de la deuxième fonctorialité de Burger, Li et Sarnak 
que si la représentation t:®'k' de G G' est équivalente à une sous- représentation 

irréductible de la restriction de la représentation w G {Sp)j^^^, alors tt S Gaui 
(et tt' e G'Aut)- Si TT est isolée dans Gaui, elle doit donc intervenir discrètement 
dans un _L^(r\G), pour F sous-groupe de congruence de G. Le théorème et la 
conjecture qui suivent découlent donc des travaux '23| de Li et respectivement 
du Théorème 11. 21 et de la Coniecture l3.1l 

Théorème 4.12 Soit G comme au-dessus et soit tt = Aq une représentation 
cohomologique de G telle que 

to = [q © fll 

OÙ 

1. [q est une algèbre de Lie compacte; 
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2. Qi est du "même type" que go, c'est-à-dire que gi est isomorphe à l'algèbre 
de Lie du groupe des isométries de la restriction de (., .) à un sous-espace 
non-dégénéré Vi de V ; 

3. 01 est simple de rang réel > 2 ; et 

4- le groupe des isométries de la restriction de (., .) à l'orthogonal de Vi est 
compact. 

Il existe alors un sous-groupe de congruence T G G tel que la représentation tt 
intervienne discrètement dans L'^{T\G). 

Conjecture 4.13 Soit G comme au-dessus et soit tï — A^^ une représentation 
cohomologique de G telle que 

[q = lo © 01 

où [g est une algèbre de Lie compacte etQi est non-abélienne du "même type" que 
00- Alors, il existe un sous-groupe de congruence T G G tel que la représentation 
TT intervienne discrètement dans L'^{T\G). 

La Coniecture l4.13l faui est donc un corollaire de la Coniecture K-{.l|l contient 
comme cas particuliers le Corollaire 14.101 et le Théorème 14.111 à titre de com- 
paraison avec ce dernier, explicitons le Théorème 14 . 1 21 dans le cas des groupes 
unitaires, orthogonaux et symplectiques. 

Corollaire 4.14 L Soit G ~ SU{p,q) avec p > 2. Alors la réponse à la 
Question \4-.S\ est positive pour chacune des représentations A{{rP), ((g — 
sY)), avec r, s entiers naturels tels que r -\- s < q — 2. 

2. Soit G = 0{p,q)'^ avec p > 2. Alors la réponse à la Question \4-l\ est 
positive pour chacune des représentations A{{rP)), avec r entier naturel 
tel que 2r < miii{q — 2,p + g — 5). 

3. Soit G — Sp{p,q). Alors la réponse à la Question \4-l\ est positive pour 
chacune des représentations A{{0),{{q — r)P)o, avec r entier naturel tel 
que r < q. 

Des restrictions simples sur la cohomologie des variétés localement symétriques 
découlent de la classification des représentations cohomologiques : il est en effet 
immédiat que si X est irréductible, 

W{S{r)) = 0, pour tout < i < rc, (4.8) 

011 rc est l'infimum des dim(u n p) sur toutes les sous-algèbres paraboliques 
0-stable q = [ + u de g. On peut trouver une table des valeurs possibles de rc 
dans |36[ Table 8.2]. On a ainsi 

^ r mm{p, g) , G = 0{p,q)°, SU{p, q) 
\ 2min(p,q), G = Sp{p,q). 

En général retenons simplement que rQ est toujours inférieur au rang réel de G. 

Rappelons que dans le cas hermitien l'existence d'une variété de Shimura 
5(r) avec H^'^{S{T)) ^ est démontrée par Anderson Supposons p < 
q et considérons la restriction de SU{p,q) à 0{p,q)'^ (resp. de SU{2p,2q) à 
Sp(j), q)), il découle de 5 (rcsp. de la méthode de |^) que l'unique représentation 
cohomologique du groupe SU{p,q) (resp. SU{2p,2q)) de bidegré (p, 0) (resp. 
(2p, 0)) contient discrètement l'unique représentation cohomologique de degré 
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p (resp. 2p) du groupe 0(j),q)'^ (resp. Sp{p,q)), avec de plus ime injection au 
niveau de la {g, if)-cohoniologie. Le point 1. de la Proposition l4.8l est donc vérifié 
dans ces deux cas. Puisque par ailleurs la Proposition ^3] implique que l'unique 
représentation cohomologique de degré p (resp. 2p) du groupe 0{p, q)^ (resp. 
Spip^q)) est isolée sous la condition d = 0. Le Théorème d'Anderson (dans 
le cas SU{p,q)) et la Proposition 14.81 permettent de compléter légèrement un 
résultat de Li [51] et d'en donner une démonstration unifiée. 

Corollaire 4.15 Soit G un groupe Q-algébrique provenant (par restriction des 
scalaires) d'une algèbre à involution (de type I, II ou III) sur un corps de nom- 
bre et tel que G"'^ — 0{p,q)^ ou Sp{p,q). Alors, il existe un sous-groupe de 
congruence F C G(Q) tel que 

H-'^iSiT)) ^ 0. 

L'analogue de ce résultat est faux pour le groupe U{p, g), cf. Proposition l4.4l 

ou ini. 

5 Restriction de représentations unitaires 

Soit G un groupe semi-simple réel. Fixons K un sous-groupe compact max- 
imal et Pfjj — AI^AfijNdj un sous-groupe parabolique minimal de G. Rappelons 
qu'un sous-groupe parabolique P = M AN C G est dit standard s'il contient 
P0 et qu'il est dit cuspidal si rangc(M) = rang^{K n M) (autrement dit si 
M possède une série discrète). Rappelons maintenant la paramétrisation de 
Langlands des représentations unitaires de G, cf. ^1 Theorem 14.92]. (Nous 
adoptons ici pour les représentations induites et leurs quotients de Langlands 
des notations légèrement différentes de celles du §1.) 

Théorème 5.1 Soit P = M AN un sous-groupe parabolique cuspidal standard 
de G, soit a une série discrète de M ou une limite non dégénérée de séries 
discrètes de M et soit v Çz a* avec Re(i^) dans la chambre de Weyl positive 
ouverte. La représentation induite tt^.!/ ~ indp(CT u) admet alors un unique 
quotient irréductible J^.u- Toute représentation unitaire irréductible de G est 
soit tempérée, soit de la forme Jc^y avec P , a et v comme ci-dessus. 

Dans cette section nous étudions la restriction des représentations unitaires 
Jrj,u à un sous-groupe iî de G de rang (réel) égal à 1. Considérons donc H C G 
un sous-groupe semi-simple réel de rang réel égal à 1 et tel que := H H K 
soit un sous-groupe compact maximal dans H (inclusion standard). Alors la 
restriction à iî de l'involution de Cartan 6* de G est une involution de Cartan 
et nous pouvons fixer un sous- groupe parabolique minimal P^ — A^ N^ 
de H tel que A^ — A^^r] H ei que la chambre de Weyl positive 

Le Théorème 15 . Il s'applique évidemment à H, nous noterons J^^ [8 G M^) les 
représentations correspondantes. Notons enfin p (resp. p^) la demi-somme des 
racines positives de a0 (resp. a^) dans g (resp. f)). 
Le théorème principal de cette section est alors : 
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Théorème 5.2 Soient P,<7etv comme dans le Théorème \5.1\ avec Ja-,u uni- 
taire. Supposons que la restriction de la représentation Ja-^u au groupe H soit 
non tempérée. Il existe alors un -type S contenu dans la restriction de a 
à tel que la représentation J^f^^_p^ h+p" ^ ^'^^^ faiblement contenue 
dans la restriction de J^ ^, au groupe H . (Ici v est étendue à tout de manière 
à être égal à sur aM-) 

Avant de démontrer le Théorème 15.21 commençons par quelques rappels 
sur les fonctions radiales. Soit tt une représentation irréductible unitaire de G 
et V le (g, if )-module associé. Notons /^r l'idéal du centre Z{q) de l'algèbre 
enveloppante défini par 

I^ = {Ze Z{g) : n{Z) = sur V}. 

Rappelons (cf. TT) que l'idéal 1^^ est cofini dans l'algèbre Z(g). 

Soient (r^jV^.), i — 1,2, deux représentations irréductibles de if et i? = 
£{Vr2, Vrj^). Notons r la représentation de K x K sur E : T(fci, /c2) • L = Ti{ki) o 
L o T2{k2^). On appelle fonction r-radiale toute fonction 

F -.G^ E 

vérifiant la condition de double if-équivariance suivante : 

F(fci5fc2) = T(fci, k^^) ■ F{g) = Ti{k^)F{g)T2{k2) (5.1) 

pour tous g e G et fci, fc2 G if . Supposons maintenant que ti et T2 sont deux 
if -types de la représentation tt et notons 



l'inclusion et 

la projection. Alors, la fonction F : G E définie par 

Fia) = Pti o TT{g) o ir^ (5.2) 

est r-radiale. Elle appartient en fait à A{G,ti,T2, Itt), l'ensemble des fonc- 
tions <i> lisses et r-radiales telles que R{Z)^ = 0, pour tout Z G i^. (Avec 
R représentation régulière gauche dans l'espace des fonctions r-radiales.) Une 
telle fonction est toujours analytique. 

Intéressons- nous maintenant à l'asymptotique d'une fonction $ G A{G, ti,T2, Ijr). 
D'après la décomposition de Cartan 

G ^ KÂ+K 

il suffit de comprendre $(a) lorsque a tend vers l'infini dans A+ . Remarquons 
que la restriction de $ à A"*" prend ses valeurs dans 

E^^ := {L <E E : L = r(TO, m) ■ L = Ti{m)LT2{m)^^ pour tout m G M}, 

011 AI désigne le centralisateur de A dans if. 



29 



Rappelons alors qu'il existe un ensemble fini X C a* et un entier d e N 
tels que toute fonction $ G ^(G, ti, T2, /^r) admet un développement en série 
absolument convergente de la forme 

$(a)= (log ara^cç,™ {a G A+) (5.3) 

Ç G X - NA 
|m| < d 

avec des coefficients uniquement déterminés cç.™ G i?*-'^. (Ici A désigne l'ensem- 
ble des racines simples de a dans g.) Un élément G X — NA tel qu'il existe un 
coefficient cç.™ 7^ pour un certain entier m est appelé un exposant de $ (le 
long de nous notons £(<&) l'ensemble des exposants de $. Le if x iC-type r 
étant fixé, on appelle t -exposant de tt tout élément ^ G pour une certaine 
fonction lisse r-radiale $ G -4(6*, ti, r2, /jr). Un tel exposant Ç est dit tempéré si 
pour toute racine a G A, 

(ReÇ + p,Wa) < 0, 

où uja G a* est le poids fondamental associé à a, i.e. 2 (cJq, /?)/(/?, /3) = ôa^. ■ La 
proposition suivante est bien connue, cf. |19l Proposition 8.61]. 

Proposition 5.3 Soit Ja,v une représentation de G comme dans le Théorème 
Il existe alors un exposant de Ja.v de la forme v — p tel que v\a = v . 
Soient plus précisément ti et T2 deux K -types contenant (en restriction à 
M n K) un même (M n K)-type I-J, de la représentation a. Il existe alors une 
fonction $ G A{G,ti,T2, I^f) telle que 

1. il existe un exposant v ~ p G X (notations de \5.3\) ) tel que v^^^ — v, et 

2. il existe deux vecteurs Vi G V^, i — 1,2, engendrant sous l'action du groupe 
M n K le {M n K)-type /i tels que {co-p,o{v2), f 1) ^ 0. 

Détaillons le cas d'un groupe H de rang 1. Fixons et deux K^- 
types et considérons ô une représentation irréductible de apparaissant dans 
chaque [tI^)\k" ce que nous notons : 5 G M^{t^) (nous notons toujours 
— {t(^,t^))- Désignons par Pj^ le générateur de l'espace de dimension 
1, îlom^H {Trg'^,V^H) et par jj^ le générateur {— (Pj^ )*) de l'espace de di- 
mension 1, Hom^H(T^^H,7rf^). Si ô G M^ir") et u G [a")*, l'application 

définit une fonction lisse, r-^-radiale. En fait (cf. Wallach |37j). 

^(iï,Tf,rf,4« ) = ($J.V'^" ■■ ÔGM^ir")). 

Puisque H est de rang 1, il n'y a qu'une seule racine simple a de dans (). 
Notons uj = uja- Dans la suite nous identifions le dual (a^)* à C via l'isomor- 
phisme s G C 1-^ su; G (a^)* . Rappelons alors le théorème classique suivant, cf. 
[37 | ou pour une démonstration. 

Théorème 5.4 Fixons = [t^ ,t^) G x K" . Alors, pour tout ô G 
M^{t^), il existe un réel k > tel que pour tout réel strictement positif e, il 
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existe une constante telle que pour tout élément v G (a^)* vérifiant > 
Re(:^) > e, il existe des constantes c^h (j/) et c^h (ly) telles que : 

\\<^Z'^" {a)-c,H{i,)a''-p" As~c,H{v)a~p"-''T,{k*)Af 

où \\.\\ désigne la norme d'opérateur associée à des normes (quelconques) sur 
V^H et V^H , A^^ ' ^ ^ ° ^ ^om^HiV^H ,V^h), et k* est un élément 
de centralisant A" tel que k*e*^ (k*)^^ = e~*-^. 

Remarque. Les constantes c^h{v) et c^h{v) sont explicites. Retenons simple- 
ment que l'on peut toutes deux les majorer en modules et uniformément par 
rapport au choix d'un v vérifiant > Re(t^) > e, par une constante strictement 
positive C(e, r^). 

Le Théorème l5 . Il f et |19l Theorem 16.10]) implique(nt) que toute représentation 
unitaire irréductible non tempérée de H est de la forme Jg^^ avec 6 E et 
V € (a^)* réel et tel que p^ > v > Q. Il découle alors du Théorème 15.41 au'ime 
telle représentation admet un unique exposant non tempéré v — p^ g {a^)* . 

Le Théorème l5.4l permet de contrôler la croissance des coefficients des représ- 
entations irréductibles de H. Commençons par rappeler jl9l Theorem 8.53] que 
si p est une représentation tempérée de H et «2 deux vecteurs i^T^-finis ap- 
partenant respectivement à deux X-^-types et t^, on a : 

\{p{a)v,,V2)\ = O.H {\\v,\\ ■ \\V2\\ ■ a-p") , (5.4) 

où les constantes implicites dans le O^h sont uniformes à fixé. 

Considérons maintenant le cas d'une représentation J^^ comme ci-dessus. 
Soient vi et V2 deux vecteurs if^-finis appartenant respectivement à deux K^- 
types r/^ et . Fixons un réel strictement positif e tel que Re(j/) > e. Alors : 

(Jf,(a)z;2,î;i) = c,H{,.){pf v^, pf v,)v, ■ a'^-p" 
+Oe..-(lKI|-|h||-a-''"), 

OÙ chaque Pg' désigne la projection V^h — > Vs et oii les constantes implicites 
dans le sont uniformes à e et fixés. 

L'étape principale de la démonstration du Théorème 15.21 est la proposition 
suivante. 

Proposition 5.5 Soit r un K-type d'une représentation J^jy comme dans le 
Théorème \5.1[ Soit ^ G a* un {t,t)- exposant de Ja-,u- Alors, 

- soit la restriction ^^^h est tempérée comme élément de (a^)* 

- soit il existe un M ^ -type S apparaissant dans la restriction de t à tel 
que la représentation J^j^i, avec v' — ^^^h + p^ G (o^)*, soit faiblement 
contenue dans la restriction de Ja-^u à H . 

Démonstration. La restriction de la représentation tt :— J„^u au groupe H se 
décompose en une somme directe : 

■^\H ^ / pdfJ-ip), (5.6) 
Jh 
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où fj, est une mesure positive sur le dual unitaire H de H. Son support est par 
définition le support de la restriction de tt k H. Fixons Ç G a* un (t, r)-exposant 
de TT comme dans l'énoncé de la Proposition 15.51 et notons ^' l'élément G 
(a^)* que nous supposerons non tempéré. Remarquons alors immédiatement 
que la démonstration de ^| Theorem 16.10] implique que est réel. 
Nous déduirons facilement la Proposition 15 . 51 du lemme suivant. 

Lemme 5.6 II existe une représentation p de H appartenant au support de fi 
et possédant deux -types et C t^k" telle que Ç' soit un -exposant 
dep (où t" = {t^,t^)). 

Démonstration. Afin de ne pas allourdir le texte nous notons dans la suite (P(^')) 
la conclusion du Lemme lÏÏlil relativement à un élément € (o'^)*- 

Fixons deux vecteurs unitaires iC-finis vi et V2 appartenant à l'espace de la 
représentation r et tels qu'il existe une fonction $ g .4(G', t, t, /,r) et un entier m 
tels que l'exposant ^ G (notations de \bM ) et le coefficient {c^^mV2,vi) soit 
non nul. Remarquons que l'on peut toujours supposer vi (resp. «2) appartenant 
à l'espace d'une représentation (resp. r|^) de (apparaissant dans la 
restriction du if- type r). 

La décomposition H5.6|l implique la décomposition suivante : 

{■K{a)v2,vi) = 1 {p{a)v2,p,vi,p)d^{p), (5.7) 
Jh 

où Vi = Vi^p, i — 1,2 et a est un élément de . Remarquons que dans 
la décomposition H5.7|l on peut supposer que la mesure /i ne charge que les 
représentations contenant les deux i^-'^-types et . 

Le groupe H est de rang 1 . Chaque représentation p dans H5.7I) a au plus un 
exposant non tempéré G (a^)*- 

Lemme 5.7 Soit ^' e (a-^)* non tempéré tel que la propriété (-P(C')) ■'O'^ violée. 
Il existe alors un voisinage ouvert de dans (a^)* tel que la propriété (P(a)) 
soit violée pour tout a € 

Démonstration. Nous montrons la contraposée. Supposons donc que pour tout 
voisinage ouvert il de dans (a^)*, il existe un élément a € fi tel que la 
propriété (P(a)) soit vérifiée. Il existe alors une représentation pa de H appar- 
tenant au support de fi et possédant deux ii'^-types t^i et t^2 C t^k" telle 
que a soit un r^-exposant de pa. 

Fixons flj une suite de voisinages ouverts de Ç' d'intersection réduite à 
et aj S Qj un élément non tempéré tel que {P{aj)) soit vérifiée. D'après le 
Théorème 15 .11 chaque représentation (non tempérée) pj :— est équivalente 

à un quotient de Langlands J^^^^. avec ôj £ M^, Vj E ajf, Re(j/j) > et 
0^3=^3-9"- 

Nous allons démontrer qu'il existe une sous-suite de [pj) qui converge dans 
H vers une représentation p possdant deux X^-types et T2 C t\k" telle 
que soit un r-^-exposant de p. 

La restriction de r au compact ne contient qu'un nombre fini de sous- 
représentations irréductibles. Quitte à extraire une sous-suite de (pj), nous pou- 
vons donc supposer que tous les x if^-types sont égaux à un certain 
X K^-iy-pe = (rf^, t^). Remarquons maintenant que puisque H est de 
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rang 1, le groupe M est compact. Puisque la représentation pj possède 
(resp. T2 ) comme iiT^-type, le théorème de réciprocité de Frobenius implique 
que la représentation 5j est contenue dans la restriction de (resp. rf^) à 
. Ces représentations ne contiennent, là encore, qu'un nombre fini de sous- 
représentations irréductibles. Quitte à extraire encore une fois, nous pouvons 
donc supposer tous les 5i égaux à une même représentation 5 € . 

La suite des exposants aj — Vj — p-^ € ip^^T converge vers ^' dans (a-^)*, 
la suite {v^) converge donc vers = + Et la suite de représentations (pj) 
converge dans H vers une représentation p (obtenue comme sous-quotient de 
l'induite indpH {i^v)) contenant les if-^-types et et telle que soit un 
r^-exposant de p. 

Le support de p étant fermé dans iî, la représentation p € support p et la 
propriété (P($')) est vérifiée. Ce qui conclut la démonstration (par contraposée) 
du Lemme IÏÏTtI 

Chacun des coefficients {p{a)v2,p, «i.p) dans H5.7() est une fonction r-^-radiale 
du groupe H de rang 1. On peut donc leur apphquer les estimées H5.4|l et (|5.5() 
pour un certain réel strictement positif fixé e < + p^ (Ç' est non tempéré). 
On a alors : 

(7r(a)i;2,t'i) = Jp^H, i.+p^ye^^^i^P + P"')(P^P^2,p,Ps,viJa^»dp{p) 

Chaque est par ailleurs réel (chaque représentation p est unitaire non tempérée 
et H est de rang 1) et fLemme l5.7ll il existe un réel 77 > tel que ^]^'— 77, £.'+rj[. 
Il découle alors de (|5.8|l que 

{TT{a)v2,Vl) = +Oe,VuV2ia^'~'''^)^ 

pour tout a G A^'^ . Ce qui contredit le fait que ^ soit un exposant de (7r(a)w2, vi) 
et conclut le démonstration du Lcmme 15.61 

Démontrons maintenant la Proposition l5.5l Supposons la restriction Ç| non 
tempérée comme élément de (a^)*- D'après le Lemme [5.51 la restriction de la 
représentation tt au sous-groupe H contient alors faiblement une représentation 
p possédant deux if^-types rf^ et C t^j^h et telle que soit un t^- 
exposant de p. La représentation est alors nécessairement de la forme J^^^ avec 

S G M"{t") et v' = i' + p". Et la Proposition ESI est démontrée. 

Le Théorème 15 . 21 est une conséquence immédiate de la Proposition et de 
la démonstration de la Proposition 15. 51 

Remarques. 1. Testons la Proposition 15. 51 dans le cas simple du groupe H = 
SL2{^) plongé diagonalement dans G = SL2{M.) x S'L2(M). Les représentations 
non tempérées appartiennent à la série complémentaire. Soient donc tTs et tt^ 
(r, s e]0, 1[) deux représentations de la série complémentaire. Le produit ten- 
soriel (8) tt,. est une représentation de G, elle admet une fonction radiale dont 
un coefficient dominant est égal à 

s — 1 r — 1 
^^1 + ^^- 
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En restriction au sous-groupe diagonal de H, celui-ci est égal à (r + s — 2)/2, 
il est tempéré si et seulement si r -|- s < 1. Dans le cas contraire r + s > 1, 
l'élément (r + s — 2)/2 doit intervenir comme coefficient d'une représentation 
faiblement contenue dans la restriction à iî du produit tensoriel tt^ lE" tt^. C'est 
effectivement le cas puisqu'alors un théorème classique de Repka affirme 
que la représentation iTr+s-i intervient discrètement dans la restriction à 7î de 
la représentation tTs ig) tt^ de G. 

2. La Proposition 15.51 impliaue immédiatement le principe énoncé dans la 
Remarque 4 après le Corollaire 1.3 de 

Soit G un groupe semi-simple réel et soit iî C G un sous-groupe semi-simple 
réel (pas nécessairement de rang 1) tel que :— H K soit un sous- groupe 
compact maximal dans H et toujours {a(^)^ C aj. Nous conjecturons alors la 
généralisation suivante de la Proposition 15. 51 

Conjecture 5.8 Soient n € G, t un K-type de tt et ^ un r-exposant de tt. Il 
existe alors une représentation a € H faiblement contenue dans la restriction 
de TT à H, un -type C T|^ff de a et un -exposant v de a tels que 

Re(z/) = max (Re(^)|aff — p^^» + ■ 

Cette Conjecture est peut-être accessible via la théorie de Mackey telle que 
développée par Venkatesh dans lorsque H est un sous-groupe de Levi de 
G et ^ un exposant dominant. Tel que nous comprenons 32 le cas du groupe 
G = GL{n) (et H — Y\GL{ai) Levi de G), dont on connaît explicitement le 
dual unitaire, semble en découler. 

Contentons-nous ici de remarquer que la Conjecture 15.81 est naturellement 
reliée à la combinatoire décrite par Clozel dans jl^ (cf. aussi 32 ). Comme 
dans Jïï] et [32], étudions le cas du groupe GL{n). Celui-ci est particulièrement 
agréable car nous connaissons son dual unitaire [35j : soient m un entier = 1 ou 2 
et ô une représentation de la série discrète de GL{m, R). Pour tout entier naturel 
j, la représentation de GL{mj,R) induite de {6\det\'-^~^'^/'^ (g) 6\det\'-^^^'^/'^ (g) 
. . . (g) (5|detp~^^/^) admet un imique quotient irréductible : u{ô,j). Si < a < 
1/2, la représentation de GL{2mj,M.) induite de w((5, j)|det|"(g)w((5, j)|det|^" est 
unitarisable ; nous la notons u{S,j)[a, —a]. 

Toute représentation unitaire de GL(n, M) est induite (unitaire) de représenta- 
tions du type u{ô,j) et u{S, j)[a, —a], et cette expression est unique à permu- 
tation près. A une telle représentation unitaire tt nous associons une matrice 
diagonale constituée des blocs 

/0--l)/2 \ 
U-S)/2 

\ (i-j-)/2; 

pour chaque u{ô,j) et répété m fois, et des deux blocs 

/ {j-l)/2±a \ 
(j-3)/2±a 

V (l-j)/2±a/ 
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pour chaque u{6, j)[a, —a] et répétés m fois. Nous notons Tj^ cette matrice 
réordonnée de telle manière que 

T. = ■■. ,Ti>...>r„. 
V r„ ) 

Soit A C GL{n,M.) le tore diagonal et soit 

Xi 

{ \ • . . \ eH : xi> ...>Xn>0 



Soit _ff = GL{in, M) plongé de manière standard dans G = GL{n, M.) (de telle 
manière que A^'^ C A^)- La Conjecture 15.81 implique alors que la restriction 
de TT au groupe H contient faiblement une représentation a telle que 

,71—1 1 — n m— 1 1 — m,, 

ÎIt = (Ttt - diag(^— , . . . , — ^) +diag( — - — , . . . , 0, . . . , 0, . . . , — - — 

oit la notation (•, •)„ signifie que nous ne gardons que les termes appartenant à 
GL{m) en remplaçant ceux d'entre eux qui sont négatifs par 0. 

Nous retrouvons en particulier la combinatoire sur les S'L(2)-types décrite 
dans [321 ■ 

Revenons maintenant à la Coniecture l3.ll Nous avons rappelé que la Conjec- 
ture |^| implique qu'un groupe Lq (localement isomorphe à) SO{n, 1) {n > 2) 
ou SU{n, 1) {n > 1) doit vérifier l'hypothèse 



(Hyp) 



Si TT = Js.s G iLo)Aut est non tempérée, alors 



s e (0 < s < p^"). 



Cette hypothèse est naturellement approchée par les hypothèses : 

/TT \ . r Si TT = Js,s G (io)Aut est non tempérée, alors 
^ ' \ soit s e iZ (0 < s < p^°); soit < s < s, 

avec £ > 0. Toute hypothèse (Hyp^) avec e < p^" est non triviale. 

Dans avec Clozel, nous montrons l'hypothèse (Hyp 4) pour le groupe 
5f/(2,l). 

Fixons maintenant q une sous-algèbre parabolique 0-stable de g et L C G 
le sous-groupe de Levi associé. Selon la Conjecture 13.31 la représentation Aq ne 
devrait apparaître dans le dual automorphe Gaui que si (quitte à conjuguer L 
dans G) L est un sous-groupe rationnel de G. Nous le supposerons par la suite. 
Supposons enfin que L possède un facteur simple non compact Lq, localement 
isomorphe à SO{n, 1) {n > 2) ou SU{n, 1) {n > 1). La représentation vr Aq 
est alors non-isolée dans le dual unitaire G de G. Le Théorème 15.21 (ou plutôt 
la Proposition 15 . 5(1 permet néanmoins de montrer : 

Théorème 5.9 Supposons que le groupe Lq vérifie l'hypothèse (Hyp^). Alors, 
la représentation n est isolée dans 

{n} U GAut 

dès que 2/3^" — p^^^o > £■ 
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Démonstration. Nous montrons la contraposée. Supposons donc 2p^° ^ P\a^(> > ^ 

et qu'il existe une suite {ni) de représentations dans GAut qui converge vers tt, 
avec TTi ^ TT. Il découle de la description des représentations cohomologiques 
faite au §1 que tt s'obtient comme quotient de Langlands d'une induite unitaire 
à partir d'un sous-groupe parabolique cuspidal P — AI AN, oii A est un sous- 
groupe de Cartan maximalement déployé dans L, et tt = J^.p^ ■ La Proposition 
15.31 implique alors que la représentation tt admet un exposant dont la restriction 
à o^" est égale à - p^^L G ^'Zi et > £. Pour i suffisamment grand, la 
représentation tTj admet donc un exposant dont la restriction à est > e — p^° 
et ^ ^Z. Et la ProDOsition 15.51 implique que le support de la restriction de tt^ 
au groupe Lq contient une représentation de la forme Js^s avec s > e et s ^Z. 
Mais puisque le sous-groupe Lq est rationnel, la fonctorialité de la restriction 
(Burger et Sarnak, cf. §4) implique que le support de la restriction de tt^ au 
groupe Lq est contenu dans (io)Aut, ce qui contredit l'hypothèse (Hyp^) et 
conclut la démonstration du Théorème l5.9l 

Admettons temporairement qu'un groupe du type SU{n, 1) vérifie toujours 
l'hypothèse (Hyp). Le Théorème l5.9l s'applique alors aux représentations A{{aP), (( 
I)^)), < a < g — 1, du groupe SU{p, q) lorsque p > q. Néanmoins le Théorème 
15.21 n'est pas employé ici de manière optimale : il n'y a a priori aucune rai- 
son de restreindre A^ au groupe Lq, nous pourrions tout aussi bien restrein- 
dre la représentation cohomologiquc à un sous-groupe rationnel H de rang 1 
différent de Lq. En choisissant H = SU{l,q), on peut ainsi vérifier qu'une 
représentation cohomologiquc tt = A((a^), ((a -I- 1)'')), avec < a < g — I, du 
groupe G — SU {p, q) "standard" (c'est-à-dire provenant d'un vrai groupe uni- 
taire sur un corps de nombre) devrait (toujours modulo l'hypothèse (Hyp) pour 
SU{n, 1)) toujours être isolée dans 

{tt} U GAut. 

(On a en effet dans ce cas p^ = p, p^ = q et p^aH = p+q—1.) De la même manière 
on peut également démontrer la légère généralisation suivante du Théorème 2 
de m : 

Théorème 5.10 Soit H <Z G une inclusion standard entre deux Q-groupes 
semi-simples de rang réel 1. Supposons que le groupe H vérifie l'hypothèse 
(HyPg), pour un certain réel positif e, alors le groupe G vérifie l'hypothèse 
(HyPpG_pff+J. 

Puisque le groupe SU {2, 1) vérifie l'hypothèse (Hypi ), il découle du Théorème 
I5.10l qu'un groupe SU{n, 1) "standard" vérifie l'hypothèse (Hyp„_g/5). Les rep- 
résentations cohomologiques de degré fortement primitif 1 sont donc isolées dans 
le dual automorphe. Dans le cas du groupe SU{n, 2), il découle immédiatement 
du Corollaire l2.Il au'une représentation cohomologiquc de degré fortement prim- 
itif < n — I est toujours isolée dans le dual unitaire. La représentation coho- 
mologiquc de SU (n, 2) de bidegré fortement primitif (n, 0) : 

>1((1"),(2")) 

est quant à elle non isolée dans le dual unitaire du groupe SU{n,2). Puisque 
2n — {n + 2 — l)~n— l>n~ 6/5, l'hypothèse (Hyp„„6/5) POur le groupe 
SU(n,l) "standard" et le Théorème 15.91 implia uent inconditionnellement : 
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Théorème 5.11 Soit G un groupe algébrique surQ obtenu, par restriction des 

scalaires, à partir d'un groupe unitaire sur un corps de nombres totalement 
réel (vrai groupe unitaire) et tel que G"'^ = SU{n,2). Alors la représentation 
cohomologique holomorphe tt deG de degré fortement primitif n est isolée dans 

{TrjUGAut. 
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